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Gerd Walther

Modul 1: Gute und andere Aufgaben

(Arbeitsversion)

1 Zur Einstimmung
Die folgende Aufgabe ist einem Schulbuch' fiir die 4. Klasse entnommen:

¢) Addiere immer die beiden

Ergebnisse. Beantworten Sie bitte, bevor Sie weiterlesen die folgende Fra-
450 + 80 450 + 120 ge: Wiirden Sie diese Aufgabe als eine gute Aufgabe bezeich-
450 - 80 450 - 120 nen?

Geben Sie bitte Griinde fiir Ihre Einschitzung an.
450 - 65 450 + 145
450 + 65 450 - 145

Eine mogliche Antwort auf die obige Frage konnte schlicht lauten: ,,Das kommt darauf an.*
Stellen Sie sich bitte folgendes Szenario vor: Ein Mathematiklehrer® ldsst seine Viertklissler
die Aufgabe in der Weise bearbeiten, dass sie nur die jeweiligen Teilergebnisse eines Aufga-
benpirchens berechnen und diese addieren — mehr verlangt auch der Aufgabentext nicht. Spa-
testens nach dem Vergleich der Summen und der Durchfiihrung etwaiger Korrekturen schlief3t
er die Bearbeitung der Aufgabe ab.

Bei diesem Umgang mit der Aufgabe steht offenbar die Entwicklung bzw. Festigung von ma-
thematischem Grundwissen und mathematischen Fertigkeiten/Verfahren, also sog. Inhaltli-

chen mathematischen Kompetenzen® im Vordergrund.

Wie Sie in diesem Text noch erfahren werden, wiirde bei dieser Zielsetzung und der entspre-
chenden Aufgabenbearbeitung im Unterricht die Aufgabe in dem im Weiteren noch nidher zu

erlduternden Sinn, d.h. in Bezug auf einen noch festzusetzenden Qualitidtsrahmen, nicht als

' Wenn im vorliegenden Text Aufgaben aus Schulbiichern genommen sind, so ist dies mit der Angabe der ent-
sprechende Klassenstufe vermerkt. Wir verzichten aber auf die Quellenangabe, damit punktuelle Kritik (oder
Lob), z.B. an einer Aufgabe des Buchs nicht von Lesern dieses Textes vorschnell und pauschal auf das gesamte
Schulbuch (-werk) libertragen wird.

? Bei Personenbezeichnungen werden aus Griinden der besseren Lesbarkeit im Text keine geschlechtsspezifi-
schen Unterscheidungen vorgenommen. ,,Lehrer®, ,,Schiiler beinhalten sowohl ménnliche als auch weibliche
Vertreter dieser Gruppen.

* Vgl. Beschliisse der Kultusministerkonferenz. Bildungsstandards im Fach Mathematik (Jahrgangsstufe 4).
Entwurf (Stand: 23.04.04); im vorliegenden Text kurz Bildungsstandards genannt (vgl. Anhang 1). Die Bil-
dungsstandards sprechen hier von inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen.



gute Aufgabe sondern, wie wir spiter sagen werden, als andere Aufgabe eingestuft werden.
Im Hinblick auf andere Zielvorstellungen, wenn es etwa primdr um die Entwicklung bzw.
Festigung inhaltlicher mathematischer Kompetenzen ginge, konnte jedoch die Aufgabe bzw.
das, was aus ihr im Unterricht ,,gemacht” wird, das Pridikat ,,gute Aufgabe‘ erhalten. Aufga-
ben, das zeigt diese erste Betrachtung bereits, sind hinsichtlich ihrer Beurteilung unter Quali-
tiatsgesichtspunkten vielfach ambivalent. Diese Ambivalenz sollten Lehrkréfte nicht als Quel-
le mdglicher Irritationen, sondern vielmehr konstruktiv, als Chance zu einem flexiblen Um-

gang mit Aufgaben verstehen.

Unter diesem Aspekt wire es schade, wenn zum Beispiel die obige Aufgabe nach ihrer ersten
Einschitzung als andere Aufgabe ,,abgehakt* und ad acta gelegt werden wiirde. Wie Sie noch
sehen werden, steckt in dieser Aufgabe ndmlich neben der Moglichkeit zur Entwicklung und
Festigung von inhaltlichen Kompetenzen weiteres, in dem eben skizzierten Szenario nicht
genutztes Potential zur Entwicklung und Festigung auch von sog. prozessbezogenen Kompe-

4
tenzen’.

Mathematiklernen in der Grundschule darf nach heutiger Auffassung nicht auf die Aneignung
von inhaltlichen Kompetenzen, also Kenntnisse und Fertigkeiten reduziert werden. In Verbin-
dung mit der Entwicklung und Festigung inhaltlicher Kompetenzen kommt der Entwicklung
prozessbezogener Kompetenzen, wie zum Beispiel der Féahigkeit, selbststindig oder gemein-
sam mit anderen mathematische Probleme oder aulermathematische Probleme mit Hilfe von
Mathematik zu 16sen, Situationen experimentierend zu erforschen, Beziechungen und Struktu-
ren zu entdecken, Sachverhalte zu beschreiben und zu begriinden, eine grofle Bedeutung zu.
Beide Kompetenzbereiche gehdren zusammen und sollten im Mathematikunterricht der
Grundschule gleichermaBlen gefordert werden. Die Fokussierung in diesem Modul auf die
Entwicklung und Festigung prozessbezogener Kompetenzen durch Aufgaben griindet sich
darauf, dass sich in der Vergangenheit der Mathematikunterricht wohl eher auf inhaltliche

Kompetenzen konzentriert hat.

Sie werden in diesem Text unter anderem am Beispiel der obigen Aufgabe erfahren, wie Sie,
vielleicht auch zusammen mit Thren Schiilern, daraus eine gute Aufgabe machen kénnen. Da-

bei wird es vor allem darauf ankommen, das in der Aufgabe ,,steckende* Potential zur Ent-

* Die Bildungsstandards sprechen hier von allgemeinen mathematischen Kompetenzen.
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wicklung und Festigung von prozessbezogenen Kompetenzen zu erkennen und fiir das Lernen

der Schiiler nutzbar zu machen.
Aktivitit 1. Wie wiirden Sie die obige Aufgabe ,,verbessern*?

Halten wir fiirs erste fest:
*  Aufgaben an sich sind nicht in einem absoluten Sinn gut; um von guten Aufgaben reden
zu konnen bedarf es eines Qualitdtsmalistabes,
»  der QualitidtsmaBstab wird sich an Kompetenzen orientieren, welche bei den Schiilern
entwickelt bzw. gefestigt werden sollen,
= die Qualitét einer Aufgabe ist in der Regel nicht bereits durch ihren Aufgabentext fest-
gelegt, sondern wird durch den Umgang des Lehrers und der Schiiler mit der Aufgabe

mit bestimmt.

2 Funktionen von Aufgaben

Der berufliche Alltag von Mathematiklehrern und der Lern-Alltag von Schiilern wird wesent-
lich durch den Umgang mit Aufgaben geprigt. Aufgaben werden présentiert

= in schriftlicher Form (z. B. durch Texte, Bilder, Diagramme in Schulbiichern, Ar-

beitsbléttern, auf dem Bildschirm),

= in miindlicher Form (z. B. wihrend des Unterrichtsgesprichs).
Miindlich gestellte Aufgaben kdnnen explizit im iiblichen, d. h. auch in der schriftlichen Form
verwendeten Aufgabenformat formuliert werden, z. B. beim Kopfrechnen oder der Kopfgeo-
metrie. Haufig sind miindliche Aufgabenstellungen in ein Unterrichtsgespréich in Verbindung
mit der gemeinsamen Bearbeitung einer Aufgabe eingebettet: Susi stellt an der Tafel ihre
Aufgabenlosung vor und gerdt ins Stocken. Mit der Frage der Lehrerin ,,Wer hilft weiter?*
wird den anderen Kindern implizit die Aufgabe gestellt, Susis Losungsansatz aufzugreifen
gef. zu korrigieren und zu Ende zu bringen. Das Angebot eines Schiilers ,,Ich hab das anders

gerechnet® diirfte in diesem Kontext wohl kaum zum Zuge kommen.

Aufgaben sind sowohl aus Lehrer - als auch Schiilerperspektive mit vielfiltigen Tétigkeiten

und Beziigen verbunden.



Lehrer

wihlen Aufgaben fiir den Unterricht aus,

bereiten Aufgaben vor,

stellen didaktisches Material fiir die Aufgabenbearbeitung bereit,

stellen - vielfach spontan - Aufgaben in miindlicher Form,

beraten Schiiler bei der Bearbeitung von Aufgaben,

iberpriifen und werten miindliche oder schriftliche Losungen und Losungswege,
fithren verschiedene Losungsfragmente von Schiilern zusammen,

bewerten Aufgabenldsungen von Schiilern, usw.

Schiiler

versuchen, Aufgaben zu 16sen,

versuchen, Losungen anderer Schiiler zu verstehen (oder ,,einfach® zu tibernehmen),
schitzen Aufgaben nach ihrer Losungschance ein,

bearbeiten allein oder gemeinsam mit anderen (im Unterricht oder zu Hause) Aufga-
ben,

bitten um Unterstiitzung bei der Aufgabenbearbeitung,

stellen emotionale Beziige zu Aufgaben und zur Aufgabenbearbeitung her (z. B.:

»interessant/langweilig®, ,,mache ich gern/ungern®), usw.

Es wird sich zeigen, dass der prozessbezogene Umgang mit Aufgaben, um den es in diesem

Text geht, Beziige zu fast allen dieser Punkte aufweist.

Wenn wir im Folgenden von ,,Aufgaben® sprechen, so sind damit fachbezogene Anforderun-

gen an Schiiler im Kontext von Fachunterricht, hier: Mathematikunterricht, gemeint mit der

Intention, Lernprozesse in Gang zu setzen oder Lernergebnisse zu iiberpriifen. In diesem Sin-

ne zdhlen dann auch mathematische Anforderungen, die in ,,Hausaufgaben* gestellt werden

zu dem hier verwendeten Konzept von Aufgabe, nicht aber z. B. die ,,Aufgabe” an einen

Schiiler, in der ndchsten Woche den Tafeldienst zu tibernehmen.



Mit Blick auf die Schiiler erfiillen Aufgaben im Mathematikunterricht somit zwei grundle-

gende didaktische Funktionen:

1.

Durch die individuelle oder gemeinsame Bearbeitung von Aufgaben sollen bei den
Schiilern Lernprozesse zur Entwicklung und Konsolidierung von Kompetenzen ange-

stoflen werden.

Mit Aufgaben soll der Leistungsstand der Schiiler, d. h. ihre durch Lernen erreichten

Kompetenzen festgestellt werden.

Mit Blick auf den Mathematikunterricht erhofft man sich von Aufgaben noch weitere Funkti-

onen:

3. Gute Aufgaben konnen als Instrument der Qualitditsentwicklung von Mathematikun-

terricht dienen’. Insbesondere kann iiber das Vehikel ,,Aufgaben das kollegiale Ge-
sprach liber Mathematikunterricht (Konzeption, Qualitit etc.) zwischen Lehrern in

Gang gesetzt werden.

In der aktuellen Diskussion iiber Bildungsstandards dienen Aufgabenbeispiele als
normatives Instrument der Qualitétssicherung dazu, das Wesentliche dieser Bildungs-
standards an Aufgaben exemplarisch zu verdeutlichen. Gleichzeitig sollen Lehrer da-
fiir sensibilisiert werden zu erkennen, dass in Aufgaben ,,dieses Typs* das Potenzial

zur Entwicklung von Kompetenzen steckt, wie sie die Bildungsstandards fordern.

Gerade die beiden letzten Punkte bilden gewissermalBBen das Riickgrat dieses Moduls. Allge-

meines Ziel des Projekts SINUS-Transfer Grundschule ist letzten Endes die weitere Qualitits-

entwicklung von Mathematikunterricht. Aufgaben sind ein Instrument in diesem Prozess.

Aufgaben, die sich hierfiir in besonderer Weise eignen, nennen wir ,,gute Aufgaben. Um eine

ndhere inhaltliche Vorstellung von solchen Aufgaben zu bekommen, muss etwas iiber Quali-

tatsentwicklung von Mathematikunterricht in der Grundschule gesagt werden. Hierzu gibt es

in der Literatur vielféltige Vorstellungen. Wir werden uns hier auf einen, durchaus traditionel-

len Bereich beschrinken, ndmlich Qualititsentwicklung von Mathematikunterricht im Sinne

> Vgl. hierzu Leuders, T.: Qualitit im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I und II. Cornelsen Verlag, Berlin
2001. Manches von dem, was Leuders iiber Aufgaben allgemein und Aufgaben als Instrument der Qualitétssi-
cherung ausfiihrt, lasst sich auch auf die Grundschule iibertragen.
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einer bewussteren Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen bei Schiilern im Unterricht.
Ausdriicklich sei darauf hingewiesen, dass der Blick auf Aufgaben unter dem Gesichtspunkt
einer Entwicklung von prozessbezogenen Kompetenzen im Unterricht nur eine unter einer

Vielzahl von Méglichkeiten ist’.

Lehrer, so hatten wir festgestellt, gehen tagtéglich in ihrem Mathematikunterricht mit Aufga-
ben um. Sie sind gewissermaflen Experten flir Aufgaben. Daher kann es nur Ziel dieses Ba-
sisbeitrages zum Modul ,,Gute Aufgaben® sein, vor dem Hintergrund der reichhaltigen Erfah-
rungen, die Lehrer zum Thema Aufgaben besitzen, die Aufmerksamkeit auf einige wichtige,
mit der Entwicklung von prozessbezogenen Kompetenzen verkniipften Aspekte beim Um-

gang mit Aufgaben zu lenken.

Fiir eine vertiefte Auseinandersetzung mit der Thematik Aufgaben und prozessbezogene
Kompetenzen mit dem Ziel, Ihren eigenen Mathematikunterricht davon profitieren zu lassen,
ist es unerlésslich, selbst aktiv zu werden. Als Anregung hierzu sind die in den Text einge-
streuten Aktivitdten, also Aufgaben fiir Sie, gedacht. Diese Aktivititen sollen iiberdies als An-

lasse fiir Diskussion, Ideen- und Materialentwicklung mit Kollegen dienen.

3 Prozessbezogene Kompetenzen als Perspektive von Qualitéts-

entwicklung

Richten wir zur Einordnung dieses Gedankens zunéchst den Blick zuriick. Mit seinem grund-
legenden Aufsatz zu einem Sammelband ,,Beitrdge zum Lernzielproblem* hat Heinrich Win-
ter vor gut 30 Jahren den entscheidenden Impuls fiir eine zeitgeméBe, breite und nachhaltige
Diskussion iiber Allgemeine Ziele des Mathematikunterrichts gegeben’. Obwohl sich Winters
damalige Uberlegungen auf die Sekundarstufe I beziehen, hat sich sehr schnell ihre Frucht-
barkeit auch fiir die anderen Schulstufen, insbesondere die Grundschule, erwiesen. Unter ,,all-
gemeinen Lernzielen® versteht Winter ,,Lernziele mittlerer Hierarchie, ndmlich solche, die

zwar spezifisch sind (...) fiir den Mathematikunterricht als Ganzes, die aber andererseits nicht

% Vgl. das anregende Buch von Ruwisch, S. und Peter-Koop, A.: Gute Aufgaben im Mathematikunterricht der
Grundschule. Mildenberger Verlag, Offenburg 2003.

" Winter, H.: Vorstellungen zur Entwicklung von Curricula fiir den Mathematikunterricht in der Gesamtschule.
In: Beitrdge zum Lernzielproblem. Eine Schriftenreihe des Kultusministers NRW, Henn Verlag, Ratingen 1972,
S. 67 -95.




an Einzelinhalte gebunden sind ...“. Das Ziel, dass ,,Der Schiiler soll natiirliche Zahlen mit der

Rundungsregel runden kénnen* ist ein Beispiel fiir ein an Einzelinhalte gebundenes Ziel.

Winter schlidgt in diesem Beitrag die folgenden grundlegenden allgemeinen Ziele, als bei

Schiilern ,,anzustrebende Verhaltensweisen‘ vor:

= Fdhigkeit zum Mathematisieren, d.h. die Féhigkeit, eine inner- oder aulermathemati-
sche Situation mit mathematischen Mitteln zu ordnen,
= Kreativitdt, sowie

= Argumentationsfihigkeit.

Statt von ,,anzustrebenden Haltungen* bei den allgemeinen Lernzielen oder, diese in spezifi-
scher Weise ergdnzend, von ,,anzustrebenden intellektuellen Grundfertigkeiten* (z.B. Klassi-
fizieren, Ordnen, Formalisieren) zu sprechen, verwenden verschiedene Autoren heute Be-
zeichnungen, die deutlicher die Lernerseite betonen: kognitive Strategien® bzw. prozessbezo-
gene Kompetenzen® (in Anhang 1 sind aus den Bildungsstandards fiir die Grundschule der
dort benutzte Katalog prozessbezogener Kompetenzen wiedergegeben). Auch die Bezeich-

nung Allgemeine Lernziele ist noch in Gebrauch'’.

Gewiss wird eine Reihe von Lesern bereits liber mehr oder weniger differenzierte Vorstellun-
gen zu den drei genannten prozessbezogenen Kompetenzen verfiigen. Um aber eine gemein-
same, inhaltlich ausdifferenzierte Verstindigungs- und Arbeitsgrundlage herzustellen, gebe
ich im Folgenden (leicht verdndert) die von Wittmann (vgl. Fulnote 8) vorgenommene Auf-
schliisselung der oben genannten drei grundlegenden Kompetenzen (bzw. Kompetenzfelder)
in prozessbezogene (Teil-) Kompetenzen wieder. Diese Aufgliederung zeigt zudem, dass die

drei Kompetenzfelder Uberschneidungen aufweisen.

Kompetenzen beschreiben das, was ein Lernender schlielich kann oder kdnnen sollte. Die
Entwicklung und Festigung von Kompetenzen erfolgt tiber bestimmte Aktivitidten/Tétigkeiten

des Lernenden. Die aufgefiihrten Unterpunkte konnen in diesem Sinne auch als Beschreibung

¥ Wittmann, E. Ch.: Grundfragen des Mathematikunterrichts. Vieweg Verlag, Braunschweig 1981. In diesem
Buch werden neben anderen Systemen von allgemeinen Lernzielen auch die Winterschen Vorschldge zu allge-
meinen Lernzielen ausfiihrlich erortert.

? Vgl. die Bildungsstandards im Fach Mathematik (Jahrgangsstufe 4).

' Krauthausen, G.: Allgemeine Lernziele im Mathematikunterricht der Grundschule. In: Die Grundschulzeit-
schrift 119/1998, S. 54 —61.



von sog. prozessbezogenen Aktivitdten aufgefasst werden, welche die Entwicklung und Festi-

gung entsprechender Kompetenzen unterstiitzen.

I. Mathematisieren

Der Schiiler soll lernen, Situationen (mathematischer und besonders auch real-umweltlicher

Art) zu mathematisieren, das bedeutet:

1
2
3

Situation mit mathematischen Mitteln erfassen und darstellen

Daten gewinnen (Experimentieren, Zéhlen, Messen, Schétzen)

Strukturelle Zusammenhinge aufdecken und formulieren (m.a.W. Bildung einer
mathematischen Struktur bzw. — im Fall einer Realsituation — eines mathematischen
Modells

Sachrelevante Problemstellungen aufgreifen bzw. selbst finden

Daten im Hinblick auf Lésung der Probleme verarbeiten

Losungen und Losungswege situationsaddquat interpretieren, diskutieren und dar-

stellen

I1. Kreativitat

Der Schiiler soll lernen, sich forschend-entdeckend und konstruktiv zu betétigen, also:

1

N O R W

Vermutungen (z.B. iiber Beziehungen, Muster, Strukturen, ... ) aufstellen
Losungs- und Begriindungsideen entwickeln, Losungswege planen
Komplexe Handlungsabldufe sachaddquat in Teilschritte gliedern

Uber die gegebene Information hinausgehen

Eine Situation bzw. Aufgabenstellung variieren, fortsetzen, iibertragen
Verallgemeinerungen erkennen und formulieren

Probleme konstruieren

[II. Argumentieren

Der Schiiler soll lernen zu argumentieren, ndmlich:

1

[, B S VS B \S ]

Sich an Vereinbarungen (Regeln, Definitionen) halten

Allgemeine Aussagen an Spezialfillen testen (Beispiele — Gegenbeispiele)
Begriinden, Folgern, Beweisen

Begriindungen auf Stichhaltigkeit priifen, Scheinargumente aufdecken
Mathematische Uberlegungen beziiglich ihrer Verstindlichkeit, Prignanz, Bedeu-

tung diskutieren und bewerten



Mathematikunterricht, der in Verbindung mit der Entwicklung und Festigung von inhaltlichen
Kompetenzen auch die Entwicklung und Festigung von prozessbezogenen Kompetenzen an-
strebt, vermittelt ein an der Wissenschaft Mathematik orientiertes Bild von Mathematik, das
gleichermaflen Mathematik als fertigen, abrufbaren und anwendbaren Bestand an begriffli-
chem Wissen und Verfahrenswissen, aber auch als ein durch Tatigkeit im Werden Befindli-
ches einschlie3t. Mit dieser Zielsetzung harmoniert sehr gut eine Auffassung von Mathematik
als Wissenschaft von den Mustern''. Wie Winter dargelegt hat, korrespondieren diese pro-
zessbezogenen Kompetenzen zudem mit grundlegenden Wesensziigen des Menschen (anthro-
pologischer Bezug) und Zielsetzungen der allgemeinbildenden Schule'?, woraus sie u.a. ihre

Rechtfertigung'® erfahren.

Inzwischen liegen in neueren Rahmenplénen fiir die Grundschule, in den ,,Bildungsstandards
fir die Grundschule und in anderen Verdffentlichungen'® unterschiedlich detaillierte und
differenzierte Kataloge prozessbezogener Kompetenzen vor, deren Kern unverkennbar von

den Winterschen Zielvorstellungen gepragt ist.

Wie oben bereits erwihnt, konnen prozessbezogene Kompetenzen nur in Verbindung mit ma-
thematischen Inhalten entwickelt werden. Winter bringt dies in seinem Beitrag von 1972 so
auf den Punkt: Es gibt kein Stricken ohne Wolle. Auch iiber die in der Grundschule zu vermit-
telnden grundlegenden mathematischen Begriffe und Verfahren, also die inhaltsbezogenen
Kompetenzen, wie z.B. zu Zahlen, Zahlenmustern, Zahloperationen, GréBen, geometrischen
Figuren und Mustern besteht in Rahmenplinen und in den Bildungsstandards'” fiir die Grund-

schule trotz mancher terminologischer Unterschiede breite Ubereinstimmung.

Es liegt im iibrigen auf der Hand, dass das Ziel der Entwicklung prozessbezogener Kompe-
tenzen in einem sehr engen Zusammenhang mit der Thematik der beiden anderen Basismodu-
le'® steht. Kreativitit, Ideenreichtum, Ideenfliissigkeit und die Fahigkeit Situationen ,,mathe-

matisch® zu sehen, sind wichtige Bedingungen fiir entdeckendes, erforschendes Lernen im

" Dieser Aspekt wird ausfiihrlich erldutert in Steinweg, A. S.: Zur Entwicklung des Zahlenmusterverstindnisses
bei Kindern. LIT, Miinster 2001.

12 Winter, H.: Allgemeine Lernziele fiir den Mathematikunterricht? In: Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik
7 (1975), S. 106 — 116.

B Vgl. hierzu auch Wittmann, E. Ch.: Grundfragendes des Mathematikunterrichts. Vieweg Verlag, Braun-
schweig 1981, S. 54f .

4 7 B. in dem vom Grundschulverband vertretenen ,,Leitkonzept zeitgemaBer Grundschularbeit®, insbesondere
in den Ausfithrungen zum Fach Mathematik.

1 Vgl. die inhaltlichen mathematischen Kompetenzen in den Bildungsstandards.



Mathematikunterricht (vgl. Modul 2). Vorgehensweisen bei der inhaltlichen oder prozessbe-
zogenen Offnung von Mathematikunterricht (vgl. Modul 3) vermdgen ein forderliches Klima

fiir die Bearbeitung guter Aufgaben zu schaffen.

Aktivitit 2. Vergleichen Sie die ausdifferenzierten Winterschen Lernziele mit den allgemei-

nen mathematische Kompetenzen der Bildungsstandards (Anhang 1)

4 Qualitat von Aufgaben

Kommen wir zur Frage der Qualitdt von Aufgaben zuriick. Vor dem skizzierten Hintergrund

zu prozessbezogenen Kompetenzen legen wir fest:

Gute Aufgaben sind Aufgaben, welche bei Schiilern in Verbindung mit grundlegenden
mathematischen Begriffen und Verfahren die Entwicklung prozessbezogener Kompeten-
zen unterstiitzen.

Mit dieser zundchst etwas formal wirkenden Festsetzung soll deutlich gemacht werden, dass
die Bewertung von Aufgaben mit dem Pridikat gut immer nur auf der Folie eines explizierten
Qualitatsrahmens sinnvoll ist. Dadurch wird

= der Qualitdtsrahmen transparent, diskutierbar und kritisierbar,

= und es kann zudem die Qualitdtsbewertung von Aufgaben argumentativ vertreten wer-

den.

Vor diesem Hintergrund vermeiden wir es auch von schlechten Aufgaben zu sprechen. Auf-
gaben, die im obigen Sinne nicht das Pridikat gut erhalten, konnen durchaus andere wichtige
Ziele, wie z.B. die Routinisierung des Kleinen Einmaleins oder das gezielte Uben anderer
Kenntnisse und Fertigkeiten verfolgen. Zur Abgrenzung von guten Aufgaben sprechen wir in
diesen Féllen von anderen Aufgaben. Damit wird also zum Ausdruck gebracht, dass solche
Aufgaben primir nicht die Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen, sondern andere

Zielsetzungen verfolgen.

'® Modul 2: Mehr als Kenntnisse und Fertigkeiten. Entdecken, erforschen und erkliren im Mathematikunterricht
der Grundschule. Modul 3: Mathematikunterricht zwischen Offenheit und Zielorientierung.
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5  Beispiele fiir gute und andere Aufgaben: Aufgabenanalyse

In diesem Abschnitt stellen wir einige Aufgabenbeispiele'’ vor, von denen wir zeigen werden,
dass es sich dabei im Sinne des obigen Kriteriums um gute Aufgaben handelt. Das grundle-
gende Instrument das dazu eingesetzt wird ist die Aufgabenanalyse. Wir fiihren an Hand der
drei Aufgabenbeispiele exemplarisch das Instrument der Aufgabenanalyse ein. Die Analyse
von Aufgaben hat insbesondere in den USA eine lange Tradition und kann unter den ver-
schiedensten Zielsetzungen durchgefiihrt werden'®. In diesem Kapitel soll Aufgabenanalyse

dem folgenden Ziel dienen:

Mit der Analyse von Aufgaben soll ihr Potential ausgelotet werden, die Ent-
wicklung bzw. Festigung von prozessbezogenen Kompetenzen zu unterstiit-
zen.

Zwei der Beispiele stammen aus Schulbiichern, das dritte wurde im Rahmen einer Unter-
richtsstunde ,,geboren®. In den drei Beispielen aus der Arithmetik geht es um grundlegende
Inhalte, ndmlich die vier Grundrechenarten. Damit ist eine der oben genannten Bedingungen

fiir gute Aufgaben erfiillt.

Aktivitit 3. Analysieren Sie bitte alle im Text vorgestellten Aufgaben beziiglich ihrer spezifi-
schen mathematischen Anforderungen an die Schiiler. Dazu kénnen Sie etwa den fiir Sie ,,zu-
staindigen* Grundschul-Rahmenplan oder die in den Bildungsstandards ausgewiesenen inhalt-

lichen mathematischen Kompetenzen heranziehen.

Zur zweiten Bedingung. Welche prozessbezogenen Kompetenzen konnen durch die Aufgaben
unterstiitzt werden?

Zur exemplarischen Illustration der Aufgabenanalyse beziehen wir uns auf die o.g. prozessbe-
zogenen Kompetenzen Mathematisieren, Kreativitit und Argumentationsfihigkeit und deren
Ausdifferenzierung in der Tabelle in Abschnitt 3. Wir werden bei den Beispielen zur Aufga-

benanalyse die in der Tabelle genannten Punkte nicht ,biirokratisch* abarbeiten, sondern ver-

'" Gerne greifen wir bei den Aufgabenbeispielen in diesem und den folgenden Abschnitten auf Schulbiicher
zurlick um zu zeigen, dass sich die vorgeschlagenen Ideen im alltdglichen Mathematikunterricht realisieren las-
sen.
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suchen, an einigen Punkten das Wesentliche der Aufgabenanalyse zu illustrieren, um ein ,,Ge-
fiihl* fiir dieses Instrument zu vermitteln. Selbstverstédndlich sind Sie gern eingeladen, die hier
vorgestellten Aufgabenanalysen noch weiter zu detaillieren, oder zur Aufgabenanalyse auch
andere Kataloge von prozessbezogenen Kompetenzen, etwa aus den Bildungsstandards, he-
ranzuziehen.

Die Beispiele, an denen wir im Folgenden das Instrument der Aufgabenanalyse illustrieren,
sind dem Bereich Arithmetik entnommen. Aufgaben aus der Geometrie, die Sie selbststidndig
analysieren konnen, finden Sie in Abschnitt 6 und in Anhang 2. Bei diesen Beispielen bezieht
sich die prozessbezogene Kompetenz des Mathematisierens schwerpunktmifig auf innerma-
thematische Situationen. Das Mathematisieren auflermathematischer Situationen, traditionelle
Domine des Sachrechnens, bleibt zundchst ausgeklammert. Auf diesen wichtigen Bereich

gehen wir im Rahmen eines etwas umfangreicheren Beispiels am Ende von Abschnitt 6 ein.

Beispiel 1: Aus einem Schulbuch fiir die 2. Klasse

Finde weitere Aufgaben mit dem gleichen Ergebnis.

"7 a)25+26=51 b) 17 +71 =88 c)39+8=47 d)17 + 80 =97
26 +25=51 77 +11 =288 40 +7 =47 27 +70=97
21+30=51 71+ 17 =88 41 +6 =47 37+60=97

e) Warum sind die Ergebnisse in einem Packchen immer gleich?

Analyse zu Beispiel 1

Mathematisieren. In den Teilen a) bis d) miissen die Schiiler in den gegebenen Aufgaben-
packchen mit mathematischen Mitteln eine RegelméBigkeit, ein Muster bzw. strukturelle Be-
zichungen zwischen den Aufgaben jedes Pickchens herausfinden'’. Bei a) kann die zweite
Aufgabe als Tauschaufgabe der ersten, aber auch anders gedeutet werden (s.u.). Die dritte
Aufgabe hingt mit der ersten bzw. der zweiten zusammen. Der erste Summand der dritten
Aufgabe ist um 4 kleiner als der erste Summand der ersten Aufgabe; der zweite Summand der
dritten Aufgabe ist um 4 grofer als der zweite Summand der ersten Aufgabe usw. Bei den
Péackchen c¢) und d) wichst der erste Summand von Aufgabe zu Aufgabe um 1 bzw. 10, der

zweite Summand nimmt jeweils um die gleiche Zahl gegensinnig ab. In jedem Fall soll also

18 7.B. Welche Wissensvoraussetzungen oder Grundvorstellungen sind fiir eine Aufgabenbearbeitung erforder-
lich? Wie 16sen Schiiler tatsdchlich eine Aufgabe (Empirische Aufgabenanalyse)?
1 Vgl. in Modul 2 den Abschnitt ,,Schone Packchen®.
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eine innermathematische Situation, ndmlich jeweils ein Pdckchen mit drei Aufgaben mit ma-

thematischen Mitteln geordnet werden.

Kreativitit. Wenn sich die Schiiler mit den Teilen a) bis d) beschéftigen, werden sie zunichst
Vermutungen iiber ein Muster, eine RegelméaBigkeit in den Aufgaben, oder Beziehungen zwi-
schen den Aufgaben aufstellen. Auf der Grundlage der entdeckten RegelméBigkeiten in den
Aufgaben sollen die Schiiler durch Verallgemeinerung selbststindig Aufgaben entwickeln,
die zu dem jeweiligen Muster passen. Nun miissen die Schiiler Losungswege planen, welches
der Muster den Ausgangspunkt fiir die Verallgemeinerung(en) abgeben soll.

Der Spielraum fiir die weitere Arbeit der Schiiler ist betrachtlich: sie kdnnen in den einzelnen
Aufgabenpickchen, im Set der Packchen, oder in beiden verallgemeinern und weitere Aufga-
ben mit gleichem Ergebnis konstruieren. Zudem konnen die Schiiler in den beiden ersten
Péackchen fiir ihre weiteren Konstruktionen (zumindest punktuell) den Aspekt Aufgabe —
Tauschaufgabe beriicksichtigen, oder als die dominierende Beziehung zwischen den Aufga-
ben das ,,Gesetz von der Konstanz der Summe bei gegensinniger Verdnderung der Summan-
den um den gleichen Betrag* nutzen.

Natiirlich konnten die Schiiler auch nach eigenen Regeln Aufgaben mit gleichem Ergebnis

konstruieren.

Beispiele fiir Verallgemeinerungen von Péckchen a); der Summenwert 51 wurde weggelas-

sen:

25 + 26 25 + 26 25 + 26
26 + 25 26 + 25 26 + 25
21+ 30 21 + 30 21 + 30
30 + 21 22+ 29 35 + 16
17 + 34 17 + 34 18 + 33
34 + 17 18 + 33

13



Argumentationsfihigkeit. In Teil e) von Beispiel 1 sollen die Schiiler begriinden, warum die
Ergebnisse in einem Péckchen immer gleich sind. Solche Begriindungen miissen sich selbst-
verstindlich auf die Regeln stiitzen, die dem Muster der Aufgaben zugrunde liegen, sowie auf
einschligige arithmetische Regeln (z.B. Vertauschungsgesetz oder das Gesetz von der Kon-
stanz der Summe bei gegensinniger Verdnderung der Summanden um den gleichen Betrag).

Aus Berichten von Lehrern ist bekannt, dass von manchen Schiilern in einer Situation, in der
die Ergebnisse in einem Pickchen vorgegeben gleich sind oder in den selbst konstruierten
Aufgaben gleich sind, keine Begriindungsnotwendigkeit gesehen wird: ,,Die Ergebnisse sind
doch gleich*. Hier konnte man z.B. ein ,,neues Packchen nehmen, das noch nicht ausgerech-
net wurde und dann die entsprechenden Schiiler nach einer Begriindung suchen lassen. An-
sonsten werden sich die Argumente fiir die Gleichheit der Ergebnisse im Wesentlichen auf die

oben herausgefundenen RegelmiBigkeiten stiitzen.

Wir halten auBerdem fest, dass dieses Aufgabenbeispiel im Text explizite Aufforderungen
enthélt, die ,,in die Richtung* von prozessbezogenen Kompetenzen gehen.

Wie aber die Aufgabe letztlich im Unterricht bearbeitet wird, ob also die Anregungen in Rich-
tung prozessbezogener Kompetenzen im Unterricht umgesetzt werden, ist durch die dufleren
Aufgabenmerkmale, z.B. den Aufgabentext oder zugehorige Bilder, selbstverstindlich noch

nicht bestimmt.

Man stelle sich folgendes Szenario vor: Ein Lehrer begniigt sich damit, dass die Schiiler etwa
zwel weitere Aufgaben mit dem gleichen Ergebnis angeben; der Zusammenhang mit den an-
deren Aufgaben, der Aspekt des Musters, der Struktur in den Aufgaben, also das, worauf es
bei dem von uns eingenommenen Standpunkt schlieBlich ankommt, wird jedoch nicht weiter
thematisiert. Damit wiirde das in der Aufgabe steckende Potential zur Entwicklung prozess-

bezogener Kompetenzen nicht genutzt werden.

Beispiel 2: Aus einem Schulbuch fiir die 4. Klasse

¢) Addiere immer die beiden Analyse zu Beispiel 2
Ergebnisse.
450 + 80 450 + 120 Hier gibt der Aufgabentext keinen Hinweis auf
450 — 80 450 - 120 prozessbezogene Kompetenzen. Nachdem die

Schiiler jeweils die Ergebnisse fiir ein Aufgaben-
paar ausgerechnet und addiert, und bei den vier
Paaren jeweils 900 erhalten haben, ist die explizi-
te Aufgabenstellung bearbeitet.

14
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Jetzt liegt es wesentlich am Lehrer, ob er das in der Aufgabe steckende Potenzial zur Forde-
rung prozessbezogener Kompetenzen erkennt und im Unterricht nutzt, um aus der Aufgabe
eine gute Aufgaben entstehen zu lassen. Bildlich kann man in diesem Zusammenhang durch-
aus von einem Offnen’’ von Aufgaben sprechen, um dieses Potenzial fiir die Schiiler fruchtbar

werden zu lassen.

Ein Ansatzpunkt ist doch die erstaunliche Tatsache, dass sich bei der Addition der

Ergebnisse in jedem Paar stets die gleiche Zahl ergibt, ndmlich 900.

Wieder stellt sich bei der mathematischen Betrachtung, also beim Mathematisieren, die Frage
nach dem strukturell Gemeinsamen, dem Muster, das die Aufgaben verbindet. In jeder Auf-
gabe kommt die Zahl 450 vor. In jedem Paar wird zu 450 die gleiche Zahl addiert bzw. von
450 subtrahiert. Wie hingt die Zahl 900 mit Zahlen zusammen, die in den Aufgaben vor-

kommen?

Die Kreativitdt der Schiiler kann gefordert werden, wenn eigene Aufgabenpaare konstruiert
werden sollen. Dabei wird zundchst wohl die Zahl 450 die Hauptrolle spielen. Vielleicht ver-
allgemeinern Schiiler aber schon, indem sie statt 450 andere Zahlen wéhlen und dabei entde-
cken, dass sie nach Addition ebenfalls das Doppelte der jeweiligen Zahl als Ergebnis erhalten.
Ein neues Problem wir konstruiert, wenn in einer Variante der urspriinglichen Aufgabe Auf-
gabenpaare gefunden werden sollen, deren Ergebnissumme gegeben ist, z.B. 420. Grenzen
der bisherigen Betrachtung konnen die Schiiler erfahren, wenn eine ungerade Ergebnissum-

me, z.B. 421 vorgeschlagen wird.

' vgl. Modul 3: Mathematikunterricht zwischen Offenheit und Zielorientierung.

15



Auf der Grundlage der gegebenen Aufgabenpaare und den Erkenntnissen aus ihrer bisherigen
Arbeit haben die Schiiler bereits eine Reihe von Argumenten um zu begriinden, dass sich stets
die Zahl 900 ergibt.

Formal: 450 + 80 + 450 — 80 = 900, etc.,

oder mit dem Rechenstrich

BT

Beispiel 3: Variation einer ,,anderen* Aufgabe

Im Rahmen eines Praktikums in einer vierten Klasse wurde die Addition mit mehr als zwei

Summanden geiibt. Die Praktikantin hatte unter anderem folgende Aufgaben gestellt

3 7 7 ;
888+ 88 + 8 =
33 + 7 7

+ 3 3 3

Es fillt auf, dass die Summanden jeder Teilaufgabe jeweils nur eine Ziffer enthalten. Am
ndchsten Tag fiel mir folgende Variante der Aufgabe ein, die ich dann der Lehrerin {ibermit-

telte?!.

*! Man konnte auch bei den ausgerechneten Summen dieser Aufgaben ansetzen und in diesem Kontext Potenzial
fiir prozessbezogene Kompetenzen entdecken, vgl. Aktivitét 4.
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Kann man 100 als Summe von Zahlen schreiben, die nur die Ziffer 2 oder nur
eine andere Ziffer enthalten?

Weil die Lehrerin diese Aufgabe als recht schwer einschétzte, arbeitete sie einen Tag spéter
nur mit einer Gruppe von 6 Schiilern aus der Klasse an der Aufgabe. Obwohl dies nicht die
normale Situation des Mathematikunterrichts in der Klasse ist, wird das Ringen der Lehrkraft
deutlich, zusammen mit den Schiilern aus einer Aufgabe eine gute Aufgabe entstehen zu las-
sen. Um eine kurze Sprechweise zur Verfligung zu haben, fiihrte die Lehrerin fiir Zahlen, die
nur die Ziffer 3 bzw. die Ziffer 7 enthalten, die Bezeichnung Dreierzahlen, Siebenerzahlen,

usw. ein.

Die folgende Darstellung gibt verkiirzt den Gang der Untersuchung in dieser Stunde wieder.
Obwohl auch die tibrigen Kinder der Gruppe mitgearbeitet haben, konzentriere ich mich auf
Hanna und Malte, die gewissermallen die ,,Wortfiithrerschaft* iibernommen hatten. (Die vor-
angestellten Zahlen bei Personen geben die zeitliche Abfolge an. Um Platz zu sparen, werden

fiir die Darstellung zwei Spalten benutzt.)
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1 Hanna: Nur die Zahlen 2 und 22 kommen in

Frage

2 22

2 Hanna: Und dann geht es so:

25l
Py
d

9.2

Q

25

100

3 Lehrerin: Schon Hanna, das geht also.

4 Lehrerin: Geht es auch mit Fiinferzahlen?
(Hanna schreibt)

5

O

I3
' z
50

)“

U3 W\J\\mgﬂ
N
Q
Q

8

)

0

5 Hanna: Ja.
6 Lehrerin: Sehr schon. Wer hat auch etwas
herausgefunden? (Schaut sich Losungen ande-

rer Kinder an)

7 Lehrerin: So, und jetzt mit Siebenerzahlen.
(Hanna schreibt)

ER

200
* MY ok anthE
a3

8 Hanna: Nein, das geht nicht

Fortsetzung néchste Seite
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9 Lehrerin: Wieso nicht?
10 Hanna: Die 23 ist zu viel.
11 Lehrerin: Was meinst du?

12 Hanna: Aber mit 21 und mit 28 wiirde es
gehen.

13 Lehrerin: (Nach einiger Uberlegung) Gut,
oder geht es vielleicht doch?

14 Hanna:

’j ABA .
K00 r ABR7
foorast.y
“To /y

KL

—5

7
4
"3
7
7
7
7
T

]QQ §#§L"\t g

15 Hanna: Nein, doch nicht.

16 Lehrerin: Héttet ihr das mit der Sieben
eigentlich tiberpriifen miissen?

17 Aus der Gruppe: Ja, doch, weil mit Sieben
konnte es vielleicht gehen.

18 Lehrerin: Gut. Wir haben jetzt aber he-
rausgefunden, dass es mit Sieben nicht geht.

19 Lehrerin: Thr diirft jetzt selbst solche Auf-
gaben stellen.

20 Malte: Geht es wohl mit Vieren?

21 Lehrerin: Du meinst, ob es mit Viererzah-
len geht. Ja, das ist eine neue Aufgabe

(Hanna schreibt)

s
I+

e
1

=i NN

22 Malte: (Guckt auf Hannas Blatt) Toll
23 Lehrerin: Prima Hanna

24 Malte: Dann geht es wohl auch mit Ach-
ten:
(Hanna schreibt)

e £

Ao ©
T B
~A%

25 Malte: Schade

An dieser Stelle stiegen die Schiiler erschopft
aus der Untersuchung aus.
Hannas Meinung:

e
_ﬁ{gé_ma%@a%&
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Analyse zu Beispiel 3

Bei der anfangs vorgestellten ,anderen” Aufgabe verfiigen die Schiiler iiber ein
Losungsverfahren. Fiir die Bearbeitung der Aufgaben ist das sorgfiltige, stellengerechte
Aufschreiben der Zahlen, das mit dieser Aufgabe u.a. auch geiibt werden soll, wichtig. Das
besondere ,,Aussehen der Summanden spielt bei der Arbeit im Unterricht keine Rolle. Der
Schwerpunkt der Stunde liegt bei der Festigung inhaltsbezogener Kompetenzen, was nach
unseren eingangs gemachten Ausfiihrungen selbstverstidndlich vollig legitim ist: Mit der

Aufgabe wird eben eine andere Zielsetzung verfolgt.

Bei der variierten Aufgabe liegt der Schwerpunkt bei prozessbezogenen Kompetenzen und
zwar in den Bereichen Kreativitidt und Argumentation. Beachten Sie aber bitte, dass auch bei
der Variante gerechnet, also inhaltlich gearbeitet wird. Nur das Rechnen dient jetzt anderen,

allgemeineren Zielsetzungen.

Kreativitdt. Da die Schiiler zundchst nicht auf ein abrufbares Verfahren zuriickgreifen konnen,
miissen sie selbststindig Losungsansitze generieren. Dabei erdffnet die Aufgabe die Mog-
lichkeit, durch Probierstrategien zur Losung zu kommen. Offensichtlich hitte man auf vieler-
lei Wegen die Startaufgabe ,,Schreibe 100 als Summe von Zahlen, die nur die Ziffer 2 enthal-
ten 16sen konnen. Wenn mehrere Losungsvorschldge vorliegen, so konnen die Schiiler diese
vergleichen (was in der oben berichteten Unterrichtsstunde nicht bzw. nur zuféllig geschehen
ist).

In ganz natiirlicher Weise bietet sich bei der weiteren Erzeugung von Aufgaben aus der
Startaufgabe die Strategie der Verallgemeinerung an. So konnte man unmittelbar im An-
schluss an die Startaufgabe (oder spiter, wie im Beispiel) die Schiiler bitten, dhnliche Aufga-
ben zu entwickeln. Dabei kann die Erfahrung gemacht werden, dass man bei diesem Vorge-
hen auch auf — im mathematischen Sinne — unldsbare Aufgaben stoflen kann (z.B. Malte mit

den Achterzahlen).

Argumentation. Die in der Startaufgabe gestellte Frage ist zu bejahen. Die Begriindung be-
steht hier darin, eine passende Summe anzugeben. Um auf eine solche Summe zu kommen,
kann man eine (additive) Probierstrategie verfolgen (vermutlich macht das Hanna). Man

konnte auch Teilbarkeitsiiberlegungen anstellen.

20



Diese Idee konnte zunichst bei Hannas Uberlegungen (14) eine Rolle gespielt haben. Sie ver-
sucht 100 schriftlich durch 7 zu teilen, macht dabei aber einen Fehler, indem sie nicht ein
Vielfaches von 7, sondern den durch Kopfrechnung bestimmten Rest 3 im ersten Divisions-
schritt subtrahiert. Der errechnete Quotient 101 kommt ihr offenbar nicht geheuer vor, und sie
versucht es daneben durch wiederholte Addition ,,zu Ful3*. Offenbar erkennen die Schiler
nicht, dass der Fall ,nur die Zahl 7° bereits durch den Fall ,,77 und 7* entschieden ist. An
dieser Stelle hitte man noch nachhaken sollen.

Dass 100 nicht durch mehrfache Addition der Zahl 7 geschrieben werden kann, wird danach
ebenfalls durch die additive Probierstrategie begriindet: 98 ist zu klein, 98 + 7 zu groB.
Interessant ist nach Maltes Erfolg bei der Aufgabengenerierung ,,mit Vieren* seine Vermus-
tung (24), dass es auch ,,mit Achten* gehen miisse. Dieser Schluss funktioniert aber nicht, wie

Hanna demonstriert.

Bei einer riickschauenden Betrachtung der Arbeit mit dieser Aufgabe in der Gruppe fallt vor
allem auf, dass einige Gelegenheiten nicht genutzt worden sind, noch starker prozessbezogene

Kompetenzen herauszufordern:

= Darstellung, Diskussion (Vergleich) von Losungswegen auch anderer Schiiler (Ma-
thematisieren, Argumentieren),

= Argumente herausfordern, die auch das Versténdnis bei anderen Kindern, z.B. von L6-
sungswegen, unterstiitzen, und sie an den Uberlegungen Anderer teilhaben lassen
konnten (Punkte 10 bis 13),

= Teilergebnisse miteinander argumentativ vernetzen (z.B.: Kldrung, weshalb der Fall
,.nur die Zahl 7 bereits im Punkt 8 ,,Siebenerzahlen® mit erfasst ist, oder: Hanna hat
herausgefunden, dass es mit Viererzahlen geht; muss es dann auch mit Zweierzahlen
gehen?),

= Aufgreifen der Teilbarkeitsidee (14) zu einer Mathematisierung der Situation aus einer

anderen (nicht auf Addition griindenden) Perspektive.

Aktivitit 4. Wie bereitet die Lehrerin oben die Offnung der Aufgabenstellung in Punkt 19
vor: ,,Ihr diirft jetzt selbst solche Aufgaben stellen*? Hitte diese Offnung schon frither, z.B. in

Punkt 4 erfolgen konnen, und mit welchen Konsequenzen?
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Aktivitit 5. Untersuchen und analysieren Sie: Lisst sich die Zahl 1000 als Summe von
hochstens zehn Viererzahlen schreiben. Variieren Sie die Aufgabe (zur Aufgabenvariation s.

unten).

Aktivitit 6. Bei den urspriinglichen Additionsaufgaben von Beispiel 3 mit Dreier- bzw. Sie-
benerzahlen achten Sie nun bitte auf die Summen. Was fillt auf? Welche Ansatzpunkte fiir
prozessbezogene Kompetenzen enthélt die Aufgabe? Variieren Sie die Aufgabe (zur Aufga-
benvariation s. unten).

Und noch eine Anregung: Was ergibt sich, wenn man die Summe aus Dreierzahlen durch

drei, die der Siebenerzahlen durch sieben, usw. teilt? Variieren Sie die Aufgabe (s. unten).

6 Riickblick und Agenda: Etwas aus Aufgaben machen, gute Aufga-
ben als variable Objekte des Unterrichts

6.1 Riickblick

Bei den folgenden Aufgaben aus dem vierten Schuljahr — aus der Sicht des Verfassers Bei-
spiele fiir ,,andere* Aufgaben — geht es um das Uben von Grundrechenarten im vierten Schul-
jahr, und es kommt allein auf die korrekte Berechnung der Ergebnisse an. Im Vordergrund
stehen inhaltsbezogene Kompetenzen. Jede dieser Aufgaben steht fiir sich, es ist kein struktu-
reller Zusammenhang zwischen den Aufgaben zu erkennen”. Nahe liegende Ansatzpunkte fiir
die Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen kann der Verfasser bei diesen Aufgaben
nicht entdecken. Das schlief3t selbstverstidndlich nicht aus, dass sich etwa aus der Besprechung
von Schiilerlosungen ,,auf eigenen Wegen* oder von fehlerhaften Losungen doch solche An-

satzpunkte z.B. zum Argumentieren ergeben konnten.

Elementarisches Rechenbuch. U. Mentzel, Altona 1862

Multipliziere: 12 x 356, 25 x 956, 37 x 875, 59 x 976, 115 x 516, 538 x 796, 758 x 969,
932 x 864, 569 x 777, 753 x 867, 983 x 674, 673 x 368, 985 x 793,
847 x 964, 978 x 899.

2 Zum Begriff des strukturierten Ubens auf der Grundlage ,,Strukturierter Aufgaben® vgl. Miiller, G. N. und
Wittmann, E. Ch.: Handbuch produktiver Recheniibungen (2 Béinde). Klett, Schulbuchverlag, Stuttgart 1990.
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Aus einem Rechenbuch Ende der 1970er Jahre

637:65 732-76 562-72 240-83 438-21 1103-84 2324-37
215-81 217-44 953-94 B826-47 912:-43 1017-68 1821:43
358:74 904-81 746-62 495-96 846-52 2109-24 3572-21

Aus einem aktuellen Rechenbuch der 4. Klasse

2 Addiere die Zahlen. Zur Probe addiere von
oben nach unten.
a 638 b) 922 ¢ 418 d) 888
+ 200 + 466 + 94 + 150
+ 845 + 735 + 731 + 74

Q Schreibe untereinander, dann addiere.

a) 738 + 917 + 435 b) 674 + 58 + 613
624 + 49 + 958 978 + 76 + 735
473 + 381+ 97 823 + 94 + 987

Aktivitiit 7. Uberlegen Sie bitte in einem ,,didaktischen Gedankenexperiment®, wie sich aus
der Besprechung von Schiilerlésungen ,,auf eigenen Wegen* oder von fehlerhaften Losungen
zu diesen/solchen Aufgaben doch Ansatzpunkte fiir die Entwicklung prozessbezogener Kom-

petenzen ergeben konnten.

Ein deutlich anderes Bild zeigt sich bei unseren Beispielen fiir gute Aufgaben.

Beim ersten Aufgabenbeispiel enthilt die Aufgabenstellung explizite Ansatzpunkte fiir die
Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen. Bei den beiden anderen Beispielen ist das nicht
der Fall.

Bei der zweiten Aufgabe miissen entsprechende Anregungen wohl zunédchst von der Lehrkraft
ausgehen. AuBlerdem wurden weitere Ansatzpunkte fiir die Entwicklung prozessbezogener
Kompetenzen durch eine kleine Variation der urspriinglichen Aufgabe gewonnen.

Das dritte Beispiel geht aus einer starken Variation einer ,,anderen” Aufgabe hervor. Zu den
Anregungen der Lehrkraft fiir die Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen ergeben sich
auch Anregungen — zumindest potentiell — aus Bearbeitungsschritten oder Vorschldgen der
Schiiler. Hierdurch wird noch einmal deutlich, dass es fiir die unterrichtliche Umsetzung des

Ziels der Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen durch Aufgaben wesentlich ist, wie im
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Unterricht mit Blick auf solche Kompetenzen mit Aufgaben umgegangen wird, was aus Auf-

gaben ,,gemacht® wird.

Dieser eigentiimliche Sachverhalt, dass eine Aufgabe von der Lehrkraft und/oder den Schii-
lern unter der Perspektive prozessbezogener Kompetenzen héufig erst zu einer guten Aufgabe
entwickelt wird, macht deutlich, dass Aufgaben wie in den drei zuletzt aufgefiihrten Beispie-
len dieses Abschnitts nicht mehr nur ein zu bearbeitendes festes Gegebenes sind, sondern im
beschriebenen Sinne zu variablen Objekten des Unterrichts werden®.

Diese Variabilitit wird ,,beobachtbar”, wenn sich verschiedene Lehrkrifte und Schiilergrup-
pen in der Regel auf unterschiedliche Weisen und mit unterschiedlichen Ergebnissen bemii-

hen, die gleiche Aufgabe (als Text) zu einer guten Aufgabe zu machen.

6.2 Agenda

Wie schon mehrfach hervorgehoben, kommt es dabei auf der Seite des Lehrers wesentlich
darauf an, auf der Folie seiner professionellen Kompetenzen das in einer Aufgabe oder in ent-
sprechenden Schiilerbeitrigen steckende Potential fiir die Entwicklung prozessbezogener
Kompetenzen zu erkennen und fiir den Unterricht fruchtbar zu machen.

Hier nun liegt die grole Herausforderung fiir Lehrer, die mit diesem besonderen Umgang mit
Aufgaben bisher nicht oder nur sehr wenig in Beriihrung gekommen sind. Es ist mit eines der

zentralen Ziele dieses Moduls hierfiir einen Einstieg zu er6ffnen. Dies bezieht sich auf:

1. Die Methode der Aufgabenanalyse (im oben beschriebenen Sinn) und der Aufgaben-
variation (s. unten),
2. Unterrichtsplanung und Umsetzung im Unterricht,

3. die Reflexion.

Die im ersten Punkt genannte Aufgabenanalyse ist eine notwendige theoretische Voraus-

setzung fiir die beiden anderen, auf die Unterrichtspraxis bezogenen Aktivitiiten.

> Dieser Aspekt wird eingehend beleuchtet in Christiansen, B. und Walther, G.: Task and activity. In:
Christiansen, B. et al.: Pespectives in Mathematics Teacher Education. D. Reidel Publishing Company, 1986,
243 — 307. Ferner in Walther, G.: Zur Rolle von Aufgaben im Mathematikunterricht. In: Beitrdge zum Mathema-
tikunterricht. Franzbecker Verlag 1985, 28 —42.
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Die obigen Beispiele haben gezeigt, dass man in der Regel die Analyse von Aufgaben unter
dem Aspekt prozessbezogener Kompetenzen nicht aus dem Armel schiitteln wird. Da es sich
bei der Bearbeitung von Aufgaben im Unterricht, die die Entwicklung prozessbezogener
Kompetenzen unterstiitzen sollen, in der Regel um eine komplexe Tétigkeit handelt, empfiehlt
sich eine sorgfiltige Planung, die auch die Bedingungen der konkreten Klasse beriicksichtigt.
AulBlerdem muss iiberlegt werden, in welcher Weise man den Schiilern in altersgeméafer Form
(meta-) sprachlich die ,,neuen” Kompetenzen und deren Sinn deutlich werden lisst*™* (vgl.
Aktivitét 8).

Dariiber, wie Sie Thre Planung schlieBlich im Unterricht umsetzen, kann sicher im Vorwege
nichts gesagt werden. Gleichwohl hat die Forschung einige Merkmale und Tendenzen von
Unterricht identifiziert, die sich auf die Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen hinder-

lich auswirken konnen.

=  Gute Aufgaben stellen durch ihre erhohten kognitiven Anforderungen und durch den
Aspekt der Offenheit fiir Schiiler und Lehrer eine besondere Herausforderung dar. We-
gen der Risiken beim Verlassen ,.eingespielter Aufgabenbearbeitungsprozeduren be-
steht im Unterricht eine Tendenz, solche Aufgaben in ihrer Komplexitéit zu reduzieren.
Schiiler driangen vielfach die Lehrkraft, Losungshinweise zu geben. Seitens der Lehr-
kraft besteht dann haufig die Neigung, mit Hilfen gerade prozessbezogene Aspekte zu
Gunsten von inhaltlichen Aspekten zu reduzieren und damit die Aufgabe in eine Routi-
neaufgabe zu tiberfiihren. Wenn Hilfen nétig sind, sollten sie so sparsam wie moglich
gegeben werden. Wenn moglich, sollten Hilfen den Schiilern nur Orientierungen geben

(Hilfen zur Selbsthilfe), aber keine Teillésungen verraten.

=  Schiiler brauchen zur Bearbeitung von guten Aufgaben geniigend Zeit. Sie brauchen
Zeit zum Nachdenken, zum Untersuchen einzelner Beispiele, zum Gedankenaustausch
mit anderen Schiilern, zur Darstellung ihres Losungsweges, usw. In einer Unterrichts-
stunde kommt es nicht auf die Anzahl der ,,durchgenommenen® Aufgaben an, sondern

auf die Qualitdt des Umgangs mit guten Aufgaben.

=  Wichtig ist es, sicher zu stellen, dass die Schiiler die Aufgabe verstanden haben, dass

also z.B. das erforderliche Vorwissen verfiigbar ist.

** Ein Studienanfinger berichtete einmal, er habe im 11. Schuljahr , Induktionsrechnung® gehabt. Worum es
dabei ,,eigentlich* geht, wusste er nicht. Es wére fatal, wenn sich bei Grundschiilern z.B. so etwas wie ,,Begriin-
dungsrechnen® festsetzen wiirde.
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=  Wichtig ist auch, dass Materialien, die zur Aufgabenbearbeitung notig sind, bereitge-

stellt sind.

Spontan im Unterricht, insbesondere im Unterrichtsgesprich, auftretende Aufgabensituatio-
nen entziehen sich einer vorbereitenden Planung. Um hier neben der Ebene der inhaltlichen
Kompetenzen spontan auch die Ebene der prozessbezogenen Kompetenzen zu beriicksichti-
gen ist, in besonderem Maf3e die Erfahrung der Lehrkraft im Umgang mit prozessbezogenen

Kompetenzen gefragt.

Im dritten Punkt geht es zunichst darum, die eigene Erfahrung im Unterricht im Hinblick auf
die gesteckten Ziele zu reflektieren und ggf. Alternativen zu entwickeln. In einem weiteren
Schritt konnte man auch an wechselseitige Hospitation mit Kollegen denken und sich mit die-
sen dann iiber die Umsetzung im Unterricht austauschen. Der weitest greifende Schritt wire

schlieBlich die Videoanalyse des eigenen Unterrichts.

Aktivitit 8. Sammeln und entwickeln Sie bitte altersgeméfBe Sprechweisen (im Sinne von
Arbeitsanregungen), die in Verbindung mit Aufgaben zu Kreativitit, zum Argumentieren zum
Mathematisieren anregen.

Beispiele: Wie konnte es weitergehen? Weshalb gilt das? Was féllt auf?

In diesen Erlduterungen zu Modul 1 beschrinke ich mich zunéchst auf den ersten Punkt. Die
beiden anderen Punkte sind gewissermallen eine auf die Zukunft gerichtete Gemeinschafts-
aufgabe, deren Bearbeitung stark vom Austausch zwischen und der Zusammenarbeit mit den

an SINUS beteiligten Grundschullehrkriften abhédngt.

Zum ersten Punkt ,,Methode der Aufgabenanalyse und Aufgabenvariation® mochte ich skiz-

zenhaft folgende Vorgehensweise vorschlagen:

In einer ersten Phase werden moglichst in Zusammenarbeit mit anderen Kollegen in unserem
Sinne gute Aufgabenbeispiele, bei denen die Aufgabenstellung explizite Ansatzpunkte fiir die
Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen enthdlt (vgl. Beispiel 1), aus Schulbiichern,

(leicht) zuginglichen Grundschulzeitschriften, Biichern, Materialsammlungen, oder Internet
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zusammengetragen™. Wihrend oder nach der Aufgabenbearbeitung tauschen sich die Kolle-
gen dariiber aus, welche prozessbezogenen Kompetenzen in welcher Weise gefordert werden
konnen. Zudem wird erdrtert, ob in der Aufgabe noch weiteres Potenzial fiir die Entwicklung

prozessbezogener Kompetenzen steckt.

Zweite Phase. Nachdem in der ersten Phase jede der beteiligten Lehrkréfte eine gewisse Basis
und einen ,,Blick* fiir die Aufgabenanalyse entwickelt hat, werden mit diesem Instrumentari-
um nun auch Aufgaben auf ihr Potenzial fiir die Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen
untersucht, bei denen die Aufgabenstellung dazu keine expliziten Ansatzpunkte enthélt (vgl.
Beispiel 2), aber kleine Variationen der Aufgabe weiterhelfen.

Da generell die Aufgabenvariation®® unter der Perspektive des Mathematisierens sowohl fiir
Schiiler als zumeist auch fiir Lehrer eine kreative Handlung ist, soll dieser Aspekt des Um-
gangs mit Aufgaben ebenfalls in dieser Phase bearbeitet werden. Um bei diesen Aktivitdten
nicht ,,im eigenen Saft zu schmoren und stattdessen zu einem konstruktiven Ideenaustausch

zu kommen, ist auch hier die Kooperation mit Kollegen dringend zu empfehlen.

Um von der ,,Materialseite* her den Einstieg in die Aufgabenanalyse zu erleichtern, ha-
ben wir im Anhang 2 einige Aufgaben aus Schulbiichern und dem eigenen Aufgabenbe-

stand zusammengestellt.

Die Ergebnisse aus der Arbeit in beiden Phasen kdnnen Sie in einem Aufgabenportfolio sam-
meln. Laut Brockhaus (1996) versteht man unter einem Portfolio ,,...eine Kapitalanlage in
langfristigen Wertpapieren (...), die von der erwarteten Rendite und/oder der Aussicht auf
Kursgewinne bestimmt wird“. Auf die vorliegende Situation iibertragen, bedeutet dies in
(sehr) freier Interpretation: Das Einlassen auf den hier oder von anderen Autoren vorgeschla-
genen analytischen und konstruktiven Umgang mit Aufgaben ist eine Investition in die eigene
Professionalitét als Lehrer; den Ertrag erhofft man sich in einer Qualitdtsverbesserung des

Unterrichts.

 Unterstiitzung kann hier auch durch Koordinatoren, das SINUS-Team oder durch andere Personen gegeben
werden.

%% Vgl. hierzu auch das hauptsichlich auf die Sekundarstufen bezogene Buch von Schupp, H.: Thema mit Varia-
tionen oder Aufgabenvariation im Mathematikunterricht. Franzbecker Verlag 2002.
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6.3 Fragmente zum Schwerpunkt Aufgabenvariation, Aufgabenweiterentwicklung

So wie wir oben die Methode der Aufgabenanalyse an Beispielen erldutert haben, werden wir
nun auch exemplarisch in die Methode der Aufgabenvariation einfiihren.

Was hat die Aufgabenvariation mit unserem Thema ,,Gute Aufgaben® zu tun? Wir haben oben
festgestellt, dass Aufgaben unter der Perspektive prozessbezogener Kompetenzen in der Regel
durch den besonderen Umgang mit ihnen zu variablen Objekten des Unterrichts werden. Pro-
zessbezogene Aktivititen ergeben sich vielfach in Verbindung mit der Variation von Aufga-
ben (s. oben Beispiel 2, Beispiel 3). Das (systematische) Instrument der Aufgabenvariation
kann Lehrkriften helfen, Aufgaben zu erzeugen oder die Erzeugung von Aufgaben anzusto-
Ben, mit denen bei den Schiilern prozessbezogene Aktivititen angeregt werden konnen.

Wenn Schiiler (ohne systematischen Hintergrund, also spontan) im Unterricht eigene Aufga-

benvarianten®’ entwickeln, so ist das z.B. in der Regel eine kreative Titigkeit.

Bei den folgenden Aufgabenvorschldgen handelt es sich um Fragmente, insofern als jeweils
ein Aufgabenkern vorgestellt wird, der durch die Methode der Aufgabenvariation erst weiter

entwickelt werden soll.

Aktivitit 9. Fiihren Sie bei den Aufgabenkernen dieses Abschnitts eine Aufgabenanalyse
durch mit dem Ziel, das Potenzial fiir die Entwicklung prozessbezogener Kompetenzen zu
identifizieren.

Uberlegen Sie sich dann (weitere) Varianten zu diesen Aufgaben.

Auch diese Varianten sollten dann unter dem Ziel der Entwicklung prozessbezogener Kompe-

tenzen analysiert werden.

7 Im englischen Sprachraum ist dies in Erginzung zum Problemldsen, problem solving, seit langem unter dem
Stichwort problem posing bekannt. Das Entwickeln eigener Aufgabenstellungen im Unterricht ist hierzulande
insbesondere aus dem Sachrechnen bekannt.
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Beispiel 4

Waihle eine zweistellige Zahl, z.B. 24. Fiige zwischen den Ziffern 2 und 4 eine Null ein; du
erhiltst die Zahl 204.
Subtrahiere die kleinere von der groeren Zahl!  Nimm jetzt die Zahl 27 als Ausgangszahl

und gehe wie eben vor.

Auch diesmal ergibt sich als Differenz die Zahl 180. Das ist auffallig!

Der wichtigste Schritt bei der Aufgabenvariation ist die Identifizierung variierbarer Bestim-

mungselemente (Parameter) der Aufgabe.

In unserem Beispiel etwa:

1. die Ausgangszahl,

die Anzahl der Stellen der Ausgangszahl,
die Anzahl der eingefiigten Nullen,

Sl

die Differenz.

Zu 1.: Man stellt fest, dass sich nicht bei jeder zweistelligen Ausgangszahl auf diese Weise
die Differenz 180 ergibt. Wovon hingt das ab?

Zu 2.: Verallgemeinert man die urspriingliche Aufgabenstellung und geht von einer dreistelli-
gen Ausgangszahl, z.B. 124 aus, so gibt es zwei Moglichkeiten, die Null einzufiigen (die drit-
te Moglichkeit ware die Null anzuhdngen): 1024 und 1204. Nun kann man wieder untersu-
chen, unter welchen Bedingungen sich die gleiche Differenz ergibt.

Zu 3.: Geht man von einer zweistelligen Ausgangszahl, z.B. 24 aus und fiigt zwei Nullen ein,
so ergibt sich 2004.

Zu 4.: Welche Differenzen kommen bei zweistelliger Ausgangszahl und einer eingefiigten

Null vor, usw.
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An diesem Beispiel wird auch deutlich, dass die Aufgabenparameter in der Regel nicht unab-
hingig voneinander variiert werden konnen, sondern direkt oder vermittelt {iber andere Para-
meter zusammenhingen. Die Identifizierung von Aufgabenparametern gibt also nur eine gro-

be Richtung fiir die Variation von Aufgaben.

Beispiel 5

Trage die Zahlen von 1 bis 4 in die vier Kreisfelder ein.

Zahlen, die durch eine Linie verbunden sind, miissen sich um mindestens 2 unterscheiden.

7 4
O—0O——C0O—=0
Als nahe liegende Parameter der Aufgabe erkennt man:
die auf die Kreisfelder zu verteilenden Zahlen,

die Anzahl der Kreisfelder,

die Anordnung der Kreisfelder,

b=

die Bedingung fiir Zahlen auf benachbarten Kreisfeldern.

Zu 1.: Man konnte auch andere Zahlen wihlen. Fiir Zahlen, bei denen sich je zwei um min-
destens 2 unterscheiden ist die Aufgabenldsung besonders leicht.

Zu 2.: Die Schiiler sollen versuchen 5 aufeinander folgende Zahlen auf 5 Felder zu verteilen
usw.

Zu 3.: Man konnte z.B. eine ringformige Anordnung der Kreisfelder mit 4, 5 usw. Feldern

wahlen.

(0 Q)

[ \

O O
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Mit 4 Feldern ist die Bedingung: Unterschied von Zahlen auf benachbarten Kreisfeldern ist
mindestens 2, nicht zu erfiillen. Bei 5 Feldern klappt es.
Beziiglich der gegenseitigen Lage der Kreisfelder kann man auch an ganz andere Anordnun-

gen denken:

Trage die Zahlen von 1 bis 6 in die sechs Kreisfelder ein.
Zahlen auf Feldern, die durch eine Linie verbunden sind, miissen sich um mindestens 2 unter-

scheiden.

Zu 4.: Zahlen auf Feldern, die durch eine Linie verbunden sind, miissen sich um genau 2,

mindestens 3, usw. unterscheiden.

Beispiel 6

Das Aufgabenformat Zahlenmauer mit seinen vielfaltigen Mdoglichkeiten zur Entwicklung
prozessbezogener Kompetenzen diirfte bekannt sein:

Ab der zweiten Schicht ist die Zahl auf jedem Stein gleich der Summe (in einer Variante:
gleich dem Produkt) der Zahlen auf den beiden darunter liegenden Steinen. Die Zahlen fiir die
Steine der untersten Reihe sind vorgegeben oder werden aus den Zahlen anderer Steine be-

rechnet (vgl. Zahlenmauer links).

8+6 6+12 7 9 8 10
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Von den vielfiltigen Variationsmdglichkeiten greifen wir eine ,,radikale® heraus, ndmlich die
Verdnderung der Verkniipfung der Zahlen in der Zahlenmauer. Ab der zweiten Schicht soll
die Zahl auf jedem Stein gleich der Hélfte der Summe der Zahlen auf den beiden darunter
liegenden Steinen sein (mit anderen Worten: das arithmetische Mittel der Zahlen auf den bei-
den darunter liegenden Steinen). Die Zahlen fiir die Steine der untersten Reihe sind wieder
vorgegeben oder werden aus den Zahlen anderer Steine berechnet.

Als weitere Bedingung kann man (zunéchst) fordern: Auf den Steinen der neuen Zahlenmau-
ern sollen nur natiirliche Zahlen vorkommen.

Mit der neuen Verkniipfung kénnen nun die Schiiler vom Lehrer vorgegebene oder von ,,nor-
malen* Zahlenmauern iibernommene Aufgabenstellungen bearbeiten, die prozessbezogene

Aktivititen anregen.

Bei den folgenden Beispielen und Anregungen zur Aufgabenvariation geht es inhaltlich um
die fiir die Orientierung im Raum grundlegenden geometrischen Richtungs-Konzepte /links
und rechts.

Beispiel 7

,Dynamische* Geometrie

Legt man zwei kreisrunde ,,Rédder*, z.B. aus Pappe mit rauem Rand (kreisformige Bierdeckel)

aneinander und dreht das eine Rad (1) etwa nach rechts, so wird das zweite Rad in entgegen-

gesetzter Richtung mitgenommen und dreht sich nach links.
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Das ist eine Kette aus Réddern. Rad 1 wird nach rechts gedreht. In welche Richtung dreht sich
das letzte Rad der Kette?

0"‘

Folgende Parameter der Aufgabe erkennt man auf Anhieb:

1. die Anzahl der Réder,
2. den Drehsinn von bestimmten Réadern,

3. die Anordnung der Réder.

Zu 1.: In der Einstiegssituation sind zwei Rader gegeben, in der daran anschlieBenden Aufga-
be sechs Rider. Man konnte nun die Anzahl der Réder variieren und untersuchen, in welche
Richtung sich das letzte Rad dreht.

Zu 2.: Hier liegt zunéchst nahe, den Drehsinn des ,,Antriebsrades* zu verdndern und die Aus-
wirkung auf den Drehsinn des letzten Rades zu untersuchen. Selbstverstdndlich konnte auch
der Drehsinn von anderen Ridern in der Kette studiert werden. Eine Verbindung zu geraden
und ungeraden Zahlen wird hergestellt, wenn man fragt, welche Réder sich in einer Kette
nach rechts bzw. nach links drehen.

Zu 3.: Oben sind die Réder in einer Kette angeordnet. Eine interessante Variation ergibt sich,
wenn man die Rider ringférmig anordnet. In dieser neuen Situation konnen nun wieder die

unter den beiden ersten Punkten vorgenommenen Variationen untersucht werden.
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Beispiel 8
Rechtskurven und Linkskurven, Roboter Karl auf eigenen Wegen
Karl, der Roboter startet auf dem schwarzen Feld und bewegt sich in Richtung des Pfeils. Du

siechst den Weg, den Karl zuriicklegt bis er wieder auf dem schwarzen Feld ankommt.

Wie oft musste sich Karl auf seinem Weg nach rechts und nach links drehen?

START ‘

Diese Aufgabe fordert geradezu dazu auf, dass die Schiiler die Richtungswechsel geeignet
protokollieren, um sie sicher zdhlen zu kdnnen.

Es fallen folgende Parameter auf:

1. die Startrichtung und der Startpunkt des Roboters,
2. die Anzahl der Richtungswechsel auf dem Weg des Roboters,
3. das rechtwinklige Aneinanderstof3en der Wegstiicke.

Zu 1.: Man kann den Roboter auch in der entgegengesetzten Richtung und/oder von einem
anderen Punkt starten lassen und die Zahl der Links-/Rechtsdrehungen vergleichen.
Zu 2.: Hier geht es darum, Wege mit wenigen bzw. vielen Richtungswechseln zu entwerfen.

Zu 3.: Bei dieser Variante bewegt sich der Roboter auf einem Zickzack-Weg.
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START

Eine weitere Variationsmdglichkeit fiir Aufgaben: Umkehrung der Aufgabenstellung

In der vorigen Aufgabe war der Weg des Roboters durch eine Zeichnung gegeben. Fiir die
Beantwortung der Aufgabe war die Anfertigung eines ,,Bewegungsprotokolls* hilfreich. Bei
der folgenden Aufgabe wird die Situation der vorhergehenden Aufgaben umgekehrt. Den
Schiilern wird nun eine ,,Bewegungsvorschrift” fiir den Roboter gegeben. Es enthilt die An-
gaben zu den Marschrichtungen: geradeaus, sowie Rechts-/Linksdrehung.

Der Roboter bewegt sich auf Karopapier. Jeder Bewegungsschritt entspricht z.B. 2 Késtchen.
Der Roboter startet aus einer gegebenen Anfangsrichtung, markiert durch einen in diese Rich-
tung weisenden Pfeil mit der Lange zweier Kédstchen (im Bild dicker gezeichnet). Die Rechts-

/Linksdrehungen sind Vierteldrehungen nach links bzw. rechts.

Bewegungsprotokoll:
Rechts, geradeaus,

rechts, rechts, links,
rechts, geradeaus.

Die Aufgabe kann weiter variiert werden, indem man von den lokalen Richtungen ,,gerade-
aus®, ,links*, ,,rechts* zu den globalen Richtungen ,,Nord®, ,,Stiid*, ,,Ost*, ,,West* {ibergeht.
Nimmt man als Anfangspunkt des Weges die Spitze des dicken Pfeils, so lautet das Bewe-

gungsprotokoll nun: Siid, West, West, Nord, Ost, Nord, Ost, Ost.
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Diese Variation erdffnet ein weites Feld fiir interessante Aufgabenstellungen.

Beispiel 9

Eines der zentralen Ziele des Sachrechnens ist es, Schiilern die Anwendungsfahigkeit von
Mathematik zur Kldrung von Fragestellungen in Sachsituationen ihres auBlerschulischen All-
tags erfahren zu lassen®®. Sachrechnen in seiner Funktion Umwelt zu erschlieBen, muss so-
wohl die Sache als auch das Mathematische ernst nehmen. H. Winter fordert in diesem Zu-
sammenhang®: ,,Sachsituationen sind hier nicht nur Mittel zur Anregung, Verkorperung oder
Ubung, sondern selbst der Stoff, den es zu bearbeiten gilt. Sachrechnen ist damit ein Stiick
Sachkunde. Die Schiiler sollen befdhigt werden, umweltliche Situationen durch mathemati-

sches Modellieren klarer, bewusster und auch kritischer zu sehen.*

Wir gehen von folgender Aufgabe™ aus

1. Tim hat 5 Bretter gekauft. Jedes Brett ist 2 m lang. Zu
Hause stellt Tim fest, dass er nur noch 1 m lange Bretter
braucht. Wie viele 1-Meter-Bretter kann sich Tim zu-
rechtsiagen?

und variieren sie (vgl. Fuinote 30)

2. Tim hat 4 Bretter gekauft. Jedes Brett ist 2,5 m lang. Zu
Hause stellt Tim fest, dass er nur noch 1m lange Bretter
braucht. Wie viele 1-Meter-Bretter kann sich Tim zu-
rechtsidgen?

Beide Aufgaben scheinen sich auf den ersten Blick kaum zu unterscheiden. Bei nidherer Be-

trachtung wird man jedoch einen gravierenden Unterschied feststellen.

In der ersten Aufgabe ist eine durchaus realititsnahe Situation beschrieben, so etwas konnte

es tatsdchlich geben. Die angegebenen Daten sind so gewihlt - man konnte auch sagen ,,zu-

% Eine umfassende und aktuelle Darstellung des Themas Sachrechnen enthilt das Buch von Franke, M.: Didak-
tik des Sachrechnens in der Grundschule. Spektrum Verlag, Heidelberg 2003.

» Winter, H.: Sachrechnen in der Grundschule, Cornelsen 1992.

3 L eicht verdnderte und iibersetzte Aufgaben aus: Verschaffel, L., Greer, B., De Corte, E.: Making Sense of
Word Problems. Sweets & Zeitlinger, 2000.
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rechtgemacht® -, dass die Schiiler mit den ihnen aus dem Unterricht bekannten Begriffen des
Messens und den Grundrechenarten®' die Aufgabe in einem oder mehreren Schritten 1dsen

konnen.

Verschiedene Untersuchungen zeigen jedoch, dass nur ein kleiner Anteil von Kindern am
Ende der Grundschule (etwa 20 Prozent) und in fiinften Klassen (etwa 16 Prozent) ihr All-
tagswissen aktivieren, um die zweite Aufgabe korrekt zu 16sen. Die iibrigen Kinder rechnen

s0, wie bei der ersten Aufgabe™.

Worin unterscheidet sich nun die zweite Aufgabe von der ersten?

Die der ersten Aufgabe zugrunde liegende Situation und ihre Daten sind in dem Sinne ,,glatt*,
als unmittelbares/direktes Anwenden des Standardschemas Aufteilen bzw. Messen mit der

Einheit 1 m auf eine durch einfaches Vervielfachen gewonnene Gesamtlinge zum Ziel flihrt.

Bei der zweiten, variierten Aufgabe miissen — bevor ,,losgerechnet werden kann — zusétzli-
che inhaltliche, auf die Sache bezogene Uberlegungen angestellt werden, um herauszufinden,
wie die durch die Realitdt gewissermalen diktierten Bedingungen erfiillt werden konnen. Sol-
che Uberlegungen konnten sicher auch in einem zweiten Durchlauf (des Mathematisierungs-
zyklus) in Gang gesetzt werden, wenn sich die Schiiler die praktischen Konsequenzen ihrer
Rechnung klar machen. Der Priifstein Realitét wiirde z. B. in dem Augenblick sehr deutlich

spiirbar werden, wenn Tim tatsdchlich zehn 1-Meter-Bretter bendtigen wiirde.

Fiir die oben skizzierten Befunde zu den Losungen der Schiiler bei der zweiten Aufgabe wer-
den in der Literatur zahlreiche Erklirungen vorgeschlagen®. Wichtig ist in diesem Zusam-
menhang die Vermutung, dass Sachrechenaufgaben des zweiten Typs im Mathematikunter-
richt allenfalls sporadisch vorkommen. Schiiler haben es also nicht gelernt, solche Aufgaben

zu bearbeiten. Auch in Schulbiichern sind sie wohl eher selten vertreten.

Andererseits ist deutlich geworden, dass bereits eine kleine Variation der Daten in der ur-
spriinglichen Aufgabe zu mehr Realititsndhe und zu einer stirkeren Herausforderung der Ak-

tivitdt des sachbezogenen, nicht schematischen Mathematisierens gefiihrt hat.

3! Zu den Grundrechenarten zihle ich auch die Vergleichsoperationen von Zahlen und GroBen.
32 Vgl. Verschaffel, L., Greer, B., De Corte, E.: Making Sense of Word Problems. Sweets & Zeitlinger, 2000.
33 Vgl. Verschaffel, L., Greer, B., De Corte, E.: Making Sense of Word Problems. Sweets & Zeitlinger, 2000.
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Zuriick zu unserer Frage. Aufgaben des zweiten Typs sind schlichtweg ein wenig ndher am
»Ernstfall“ Realitdt. Schiiler konnen an solchen Beispielen die Notwendigkeit erkennen, die
,Logik der Sache* zu beriicksichtigen. Um dies aber zu tun, ist eine tiefere kognitive Ausei-
nandersetzung erforderlich als das Abarbeiten des fiir die Losung erforderlichen Rechenver-
fahrens. Dass es nun tatsdchlich auch um die Sache geht und diese nicht nur eine Alibifunk-
tion hat, konnte zudem die Motivation der Schiiler fiir die Bearbeitung solcher Aufgaben ver-
stirken. In der Regel muss dann ndmlich auch die Sache erortert werden, woraus sich fiir die

Schiiler Anldsse ergeben, hierzu eigene Erfahrungen mit einzubringen.

Untersuchungen haben gezeigt, dass dem Ziel der Entwicklung und Festigung der prozessbe-
zogenen Kompetenz Mathematisieren aufBermathematischer Situationen im Rahmen des Sach-

rechnens eine Reihe von Barrieren im Wege stehen.

Sachrechnen im Kontext von Schule ist durch eine Vielzahl von ,,stillschweigend* wirkenden
Bedingungen, Annahmen und ,.Spielregeln® geprigt®®. Es ist zu vermuten, dass zwischen die-
sen Spielregeln und den Aufgaben des ersten Typs eine enge Beziehung besteht. Einerseits
favorisieren diese Regeln Aufgaben des ersten Typs, andererseits sind solche Regeln Konse-

quenz des Vorherrschens von solchen Aufgaben.

Eine dieser Spielregeln wurde oben bereits erwéhnt:

=  Sachrechenaufgaben konnen durch unmittelbares (ggf. wiederholtes) Anwenden von
Grundrechenarten auf die gegebenen Daten gelost werden. Die in der Aufgabe préisen-
tierte Sachsituation braucht nicht weiter tiberdacht zu werden. Worauf es ankommt, ist
korrektes Rechnen. Die Sachsituation dient in den meisten Féllen nur als ,,Einkleidung*

fiir eine Rechnung.
Dariiber hinaus gilt:
*  Vom Lehrer formulierte oder im Schulbuch enthaltene Sachrechenaufgaben sind per se

sinnvoll und mit den gerade zur Verfligung stehenden mathematischen Mitteln eindeutig

losbar.

34 Vgl. Verschaffel, L., Greer, B., De Corte, E.: Making Sense of Word Problems. Sweets & Zeitlinger, 2000.
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* Die in einem Schulbuchabschnitt auftretenden Sachrechenaufgaben beziehen sich in der

Regel hauptsichlich auf den mathematischen ,,Stoff* dieses Kapitels.

* Die in einer Sachrechenaufgabe enthaltenen Informationen reichen zur Losung der Auf-
gabe aus. Weil es in erster Linie um das Mathematische geht, braucht die Sachsituation
nicht weiter analysiert, hinterfragt, durchdacht oder gar veridndert zu werden. Auch die
Verinderung bzw. zeitgemifRe Anpassung von Daten insbesondere in Sachrechenaufga-

ben aus ilteren Schulbiichern ist nicht zuléssig.

Sachrechenaufgaben, die sich in den Rahmen dieser traditionellen Spielregeln einfiigen, sind
in der Regel , kurztaktik®, d.h. jede einzelne Aufgabe mit ,klein proportionierten Sachverhal-

ten‘

ist in verhéltnisméBig kurzer, dem 45-Minuten-Rhythmus der Unterrichtsstunde ange-
passten Zeit zu bearbeiten, und der Sachkontext wechselt vielfach von Aufgabe zu Aufgabe.
Allein diese Kurztaktigkeit schrankt die Schiileraktivitdt im Wesentlichen auf das Aus- rech-
nen ein.

Ein Beispiel hierzu aus einem Mathematikbuch fiir das 4. Schuljahr: Ein Tag hat 1440 Minu-
ten. Priife nach. Wie viele Minuten hat eine Woche? Bei dieser Sachaufgabe geht es wohl
weniger um die Sache, denn es ist kein Kontext vorhanden, in dem die gegebenen oder noch
zu berechnenden Daten von Bedeutung wiren, als um das Einiiben des Rechnens mit Zeitein-
heiten und der schriftlichen Multiplikation.

Bender kritisiert an solchen Aufgaben, dass dabei das Sachrechnen zur ,,Dienstmagd des

Arithmetikunterrichts* degeneriere (vgl. auch Winter 1997).

Wenn diese Spielregeln, die sich mit zunehmender Beschulungsdauer bei Schiilern zu verfes-
tigen scheinen, den Umgang mit Sachrechenaufgaben im Unterricht steuern, dann wundert es

eigentlich nicht,

= wenn Schiiler im Kontext Schule auch sinnlose, sog. Kapitinsaufgaben ,16sen*,
= wenn bei Schiilern, die im Unterricht Sachrechenaufgaben auf eigenen Wegen, aul3er-

halb der o.g. Spielregeln 16sen, der defizitorientierte Blick mancher Lehrkrifte eher das

% Bender, P.: Der Primat der ,,Sache* im Sachrechnen (der Primarstufe). In: Beitr. z. Mathematikunterricht
1984, 75 -178.

3¢ Baruk, S.: Wie alt ist der Kapitén? Birkhduser Verlag, Basel 1989. Selter, Ch., Spiegel, H.: Wie Kinder rech-
nen. Klett Grundschulverlag, Leipzig 1997.
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Abweichen vom ,;rechten Weg* registriert als die Kompetenz zur eigenstandigen, mit
eigenen Mitteln erreichten Losung der Aufgabe,

wenn Schiiler auflerhalb von Schule bei der rechnerischen Bewiltigung von Sachsituati-
onen des ,,wirklichen Lebens auf eigenen, ganz anderen als den in der Schule vermit-

telten Wegen erfolgreich sind.

Aktivitit 10

1. Wie ist Ihre Meinung zu den beiden Aufgabentypen, was spricht fiir/gegen den jewei-
ligen Aufgabentyp?

2. Suchen Sie in Schulbiichern Sachrechenaufgaben zu den beiden Typen.

3. Wir haben gesehen, wie aus der ersten Aufgabe dieses Beispiels eine ,,realistischere,
das Mathematisieren stirker herausfordernde™ Variante gewonnen werden konnte.
Versuchen Sie, aus geeigneten Aufgaben solche Varianten zu konstruieren.

4. Nehmen Sie sich bitte in Schulbiichern fiir verschiedene Klassenstufen die Sachre-

chenaufgaben zu einzelnen Kapiteln vor und schitzen Sie ein ob und in welchem
Ausmal die Wintersche Forderung erfiillt wird:

,.Sachsituationen sind hier nicht nur Mittel zur Anregung, Verkdrperung oder Ubung,
sondern selbst der Stoff, den es zu bearbeiten gilt. Sachrechnen ist damit ein Stiick
Sachkunde. Die Schiiler sollen befdhigt werden, umweltliche Situationen durch ma-

thematisches Modellieren klarer, bewusster und auch kritischer zu sehen.*

Weiteres Material fiir die Aufgabenvariation finden Sie unter den Aufgaben in

Anhang 2.

7

Statt einer Zusammenfassung: Vorschlag fiir ein Unterrichtsbei-

spiel

Sie haben in diesem Modul zwei grundlegende Instrumente fiir die Unterrichtsplanung kennen

gelernt, ndmlich Aufgabenanalyse und Aufgabenvariation, um bei Ihren Schiilern die Ent-

wicklung und Festigung wichtiger prozessbezogener Kompetenzen (und deren Ausdifferen-

zierung), wie Mathematisieren, Kreativitdt und Argumentieren, anzuregen.
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Im Folgenden mdchte ich Thnen zum themenbezogenen Sachrechnen aus dem Umweltbereich
Zeit/Kalender einen Vorschlag fiir ein Unterrichtsbeispiel machen, zu dessen detaillierter
Ausarbeitung das oben genannte Instrumentarium eingesetzt werden soll. Ziel ist es also, mit

der Bearbeitung im Unterricht bei den Schiilern prozessbezogene Aktivititen zu initiieren.

Startpunkte zu einem Unterrichtsbeispiel: Freitag, der 13.
Hintergrund

Raum und Zeit sind die zentralen Grundkategorien unserer Welterfahrung. Deshalb kommt
diesen Konzepten bereits in der Grundschule eine fundamentale Bedeutung zu. Eines der

grundlegenden Orientierungsinstrumente in der Zeit ist neben der Uhr der Kalender.

Um was geht es?

Das Datum Freitag, der 13. scheint tief im ,,Volksglauben® verankert zu sein. Wen man auch
mit dem Stichwort ,,Freitag, der dreizehnte* konfrontiert: Stets erfihrt man etwas iiber Mei-
nungen, Gefiihle, Erfahrungen zu diesem ,,besonderen* Datum. Hiufig sind die AuBerungen
kontrovers: Freitag, der dreizehnte als Pech- bzw. als Gliickstag, als hdufiger bzw. als seltener
und manchmal iiberhaupt nicht im Jahr auftretender Tag. Freitag, der dreizehnte als Tag wie
jeder andere, als Aberglaube.

In natiirlicher Weise bietet das Thema Ansitze zu facheriibergreifendem Arbeiten mit den
Schiilern. Kontroverse Schiiler- und Erwachsenenmeinungen tiber die Hiufigkeit von Freita-

gen, die in einem Jahr auf den Monatsdreizehnten fallen, fithren zu dem Sachproblem:

Kommt in jedem Jahr mindestens einmal Freitag, der 13. vor?

Es wird sich zeigen, dass es sich bei diesem Beispiel um ein komplexes, auf unsere Umwelt
bezogenes Problem handelt. Der Problemcharakter der Fragestellung ergibt sich fiir die Schii-
ler wohl hauptsédchlich daraus, dass ihnen nach einer Phase der Kldrung zwar das anzustre-
bende Ziel vor Augen stehen diirfte, sie aber auf kein unmittelbar abrufbares Losungsverfah-

ren zuriickgreifen kénnen®”. Der Realititsbezug ist offensichtlich: Unterschiedliche Vermu-

37 Zur begrifflichen Unterscheidung von Sachaufgabe, Sachproblem, Sachkontext vgl. Winter, H.: Aufgaben,
Probleme, Kontexte — zur grundsétzlichen Problematik des Sachrechnens in der Grundschule. In: Sachunterricht
u. Mathematik in der Primarstufe 8 (1992), S. 350, S. 363-369.
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tungen von konkreten Schiilern bzw. Erwachsenen sowie die Anbindung des Sachproblems an
den realen Kalender sorgen sogar flir dessen Authentizitit. Die Komplexitdt dieses Sachprob-
lems beruht vor allem auf der Vielzahl und Vielfalt der zu seiner Bearbeitung erforderlichen

Aktivitéten.

Bei unserem Sachproblem wird die Sache nicht zum Vehikel instrumentalisiert, um Mathema-
tik schmackhaft zu machen, vielmehr sind Sache und Mathematik grundlegend aufeinander
bezogen. Mathematik dient hier in substantieller Weise dazu, eine Fragestellung aus unserer
Umwelt zuginglich zu machen, zu bearbeiten und aufzuklaren.

Dabei konnen die Schiiler den Nutzen von Mathematik aber auch deren Grenzen, etwa bei
nicht durch Mathematik aufzuldsenden abergldubischen Einstellungen, erfahren. Die bei der
Bearbeitung des Problems auch wirksam werdenden Ubungseffekte fiir mathematische (und
sachkundliche) Begriffe und Verfahren werden gern ,,mitgenommen®, stehen aber nicht im

Zentrum.

Einstiege

1. Mit Material aus den Medien. Wenn der Freitag tatséchlich auf den 13. eines Monats
fallt, so ist das immer wieder Anlass fiir einige Zeitungen, sich zu diesem ,,besonderen* Da-
tum zu duflern. Solche Zeitungsnotizen miissen nicht unbedingt ganz aktuell sein. Die Tatsa-
che, dass sich — vielleicht vor ein paar Jahren — Zeitungen dieses Themas angenommen haben,
belegt die Authentizitit des Themas.

Am Freitag, dem 13. September 1996 etwa, erschien passend zum Datum im Magazin der

Sehr verbreitet ist bei uns die Frankfurter Allgemeinen Zeitung ein Artikel von Francois
Furcht var der Dreizehn, von der ei- . ) - . . . .
ner Allensbacher Umfrage zufalge Fricker mit der Uberschrift ,,Die kleine Mathematik des Teu-
jeder vierte Deutsche heimgssucht
wird Wenn sich diese Ungliickszah] fels oder gute Griinde fiir den Aberglauben* (vgl. den abge-

gar wie heute mit dem Freftag ver-

bindet, passen die Aberglaubischen bildeten Zeitungsausriss). Der Autor des Beitrages setzt sich
ganr besonders auf.

G““_k im Ungliiek scheint fir mit Zahlenmystik auseinander, insbesondere mit dem Aber-
die derart Geplagten =u
sein, da diess unwillkom-
mene Faarung von £ah] und Tag we-
nigstens mur ..alle paar Schaltjahre
vollzogen wind. Was kaum jermand

glauben und der Angst, die sich um die Zahl 13 und das Da-
tum Freitag, den 13., ranken. Wie sieht es mit Meinungen,
Erfahrungen der Schiiler zu diesem Datum aus?

Und was heif3t das nun, diese ,,unwillkommene Paarung von Zahl und Tag“ werde nur ,,alle

paar Schaltjahre* vollzogen?
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Wenn man in der Presse nicht fiindig wird, so kann man sich mit Suchmaschinen im Internet

viele authentische Einstiege in das Thema verschaffen™.

2. Mit SchiileriduBBerungen. Schiiler verschiedener Klassenstufen haben die Frage ,,Was fallt

dir zu Freitag, dem 13., ein?* so beantwortet:

Los dombhe i dher Tredog dome3
W donbi sk i Pecktng, 0 el S g

"{\ dag dix A3 N Lo M@",r% et .
: ' {4t > p - - Y, ")
R4 el sols Er ik A oy dowie oy daod) Luledey

]

Dl —+

Tredoe, ofor 43
&%;H m/WJéofm )aéf ey, Prchorn 73.

** Auch am Freitag, dem 13. August 2004, erschienen in der Presse (Ubersicht im Internet) zahlreiche Artikel zu
diesem Datum.
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Man konnte einen dieser Texte nehmen und die Schiiler fragen, was sie zu ,,Freitag, dem 13.*

meinen.

Bei nédherer Beschiftigung mit dem Thema wird auch sein fdcheriibergreifendes Potenzial
deutlich. Der sprachliche Bereich ist gefordert, wenn Schiiler ihre eigene Meinung zu diesem
,besonderen Datum artikulieren, fixieren und z.B. Erkundigungen dazu bei anderen Men-
schen einholen, die Ergebnisse der Erkundigungen fixieren, usw. Aus der Sicht des Faches
Religion konnten Begriffe wie Schicksal, Glaube, Aberglaube, Volksglaube erortert und pra-

zisiert werden.
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Modul 1: Gute Aufgaben. Anhang 1

2 Allgemeine mathematische Kompetenzen im Fach Mathematik (nach den

Bildungsstandards im Fach Mathematik, Jahrgangsstufe 4, S. 9-10)

Allgemeine mathematische Kompetenzen zeigen sich in der lebendigen Auseinandersetzung
mit Mathematik und auf die gleiche Weise, in der titigen Auseinandersetzung, werden sie
erworben.

Die angestrebten Formen der Nutzung von Mathematik miissen daher auch regelméaBig
genutzte Formen des Mathematiklernens sein. Von zentraler Bedeutung fiir eine erfolgreiche
Nutzung und Aneignung von Mathematik sind vor allem die folgenden sechs allgemeinen

mathematischen Kompetenzen:

Mathematikunterricht in der Grundschule

Allgemeine mathematische
Kompetenzen:

Probleme mathematisch
losen

Kommunizieren

Mathematisch
argumentieren

Mathematisch
modellieren

Mathematische
Darstellungen
verwenden

Nutzung
mathematischer
Hilfsmittel und
Arbeitsweisen

(—

Inhaltsbezogene
mathematische
Kompetenzen




Diese lassen sich fiir Schiilerinnen und Schiiler am Ende der 4. Jahrgangsstufe wie folgt
konkretisieren:

Probleme mathematisch losen
e mathematische Kenntnisse, Fertigkeiten und Féhigkeiten
anwenden und beim Losen mathematischer Probleme nutzen
e inner- und auBBermathematische Probleme 16sen
o fiir die Losung von Problemen geeignete Strategien finden und nutzen
e den Prozess der Losung mathematischer Probleme
sprachlich und mit anderen Mitteln darstellen, reflektieren und kontrollieren

Kommunizieren
¢ Sachtexten und anderen Darstellungen die relevanten Informationen
entnehmen und mit anderen dariiber kommunizieren
e die Vorgehensweisen von Mitschiilern beim Losen von
Aufgaben nachvollziehen und einschitzen
e mit Mitschiilern und Lehrkréften Ideen fiir die Losung von
Problemen entwickeln und Vor- und Nachteile verschiedener
Vorgehensweisen einschitzen
e mathematische Fachbegriffe verwenden

Mathematisch argumentieren
e mathematische Aussagen neugierig und kritisch hinterfragen
e Argumente nachvollziehen und reproduzieren
e mathematische Zusammenhénge beschreiben
e mathematische Begriindungen entwickeln und verstehen

Mathematisch modellieren
e Mathematik in Sachkontexten erkennen und anwenden
e Sachprobleme in die Sprache der Mathematik {ibersetzen,
innermathematisch 16sen und diese Losungen in der Lebenswirklichkeit
priifen ("Anwendungsorientierung")
e zu Termen, Gleichungen und bildlichen Darstellungen
Sachaufgaben formulieren

Mathematische Darstellungen verwenden
e mathematische Sachverhalte auf verschiedene Weise darstellen
e cine Darstellung in eine andere {ibertragen
o fiir das Losen mathematischer Probleme geeignete Darstellungen
auswéhlen und nutzen

Nutzung mathematischer Hilfsmittel und Arbeitsweisen
e fachspezifische Zeichen und Sprechweisen verwenden
o geeignete Kontrollverfahren ausfiihren
e mit Gleichungen, Termen, Platzhaltern, Diagrammen und
Tabellen arbeiten
¢ Hilfsmittel verwenden



Modul 1: Gute Aufgaben. Anhang 2

Aktivititen. Anregungen zur Aufgabenanalyse (Schwerpunkt:

prozessbezogene Kompetenzen)

Beispiel 1
Schone Péckchen. Beschreibe das Muster. Setze fort.
a)99-11 b) 66 - 55 c) 70-35 d)53-30 e) 73-38
88 -22 72-50 71-34 6~ 37 74 -38
F=33 78 - 45 72-33 65—-42 74 - 37
66 —44 84-40 13 =32 68 — 45 75-37
Beispiel 2
1. Lege mit den Zifferrikarten |§|
zwei zweistellige Zahlen und multipliziere sie.
B - At
2] - e8] 124618,
a. Finde weitere Aufgaben.
b. Lege die Aufgabe mit dem kléinsten Ergebnis.
C. Lege die Aufgabe mit dem gréBten Ergebnis.
Beispiel 3
Rechne geschickt. Uberlege bei jeder Aufgabe.
a)17 +62 b) 18 + 29 c) 38+ 19 d)67 + 19 e)89+7
24 + 38 17 + 62 18 + 39 36+ 11 79+ 8
28 +34 28+ 19 43 + 31 57+ 29 78+9
12+ 67 67 +12 41 + 33 31+16 87 +9

Finde weitere Aufgaben mit dem gleichen Ergebnis.

f) Kontrolliere: Je zwei Ergebnisse in einem Péckchen sind gleich. Warum?

a) 25+ 26 = 51 b)17 +71 =288 €) 39+8=47 d) 17 +80=97
26+ 25 =51 77+ 11 =288 40+7 =47 27+70=97
21+30=51 71+17 =88 41+ 6 =47 37+60=97

€) Warum sind die Ergebnisse in einem Péckchen immer gleich?




Beispiel 4

1. w groB ist die Summe aller Zahlen
der Hundertertafel?

a. Berechne zuerst die Summe der Zahlen
in der ersten Zeile, dann in der zweiten,
dritten Zeile usw.
Was fallt dir bei den Zeilen-Summen auf?
Kannst du es begriinden?
Welche weiteren Zeilen-Summen vermutest du?
Addiere am Schiuss alle Zeilen-Summen. _
b. Findest du noch andere Mdéglichkeiten,
um die Summe aller hundert Zahlen zu berechnen?

GroBe S:mmen

9110

1

12|13

15

19(20

21

22123

24

25

26

27

28

29|30

31

32|33

35

36

3

38

41

4243

45

46

47

48

51

52|53

55

56

<P

58

B
3|88

61

62|63

65

67

68

69|70

"

72|73

75

76

27

78

79|80

81

85

87

88

91

92|93

RIRFRLIRIE

95

97

98

100

2. wie groB ist die Summe aller Zahlen von 1 bis 1 0007

Beispiel 5

9. Streiche nacheinander in der Hundertertafel durch:
Zahlen der 5er-Reihe
Zahlen der 7 er-Reihe

Zahlen der 2er-Reihe
Zahlen der 3er-Reihe

10. Priife nach: die Zahlen der 4 er-Reihe sind schon durch-

gestrichen. Warum? Priife auch die 8er-Reihe.

11. Warum brauchst du die Zahlen der 6er-Reihe (der 9er-

Reihe) nicht mehr durchzustreichen?




Beispiel 6

6. Schreibe die ersten 15 Zahlen der 2 er-Reihe auf. Bei jedem neuen Zehner beginne eine neue
Zeile. Was fallt auf?

7. Kirsten: ,,Bei den Zahlen der 2er-Reihe wiederholen sich die
Endziffern immer wieder.* Sie schreibt sie als Kreisel.

8. Welche Zahlen sind durch 2 teilbar (gehdren zur 2er-Reihe)?
Schreibe dazu auch die mal-Zerlegung. Beispiel: 34 = 2 - 17
34 45 68 22 90 65 57 101

9. Untersuche die 4er-Reihe. Kannst du auch hier die letzten Ziffern als Kreisel schreiben?
10. Kannst du auch Kreisel mit den Endziffern der 6 er-Reihe und der 8er-Reihe schreiben?

11. Welche Zahlen lassen sich ohne Rest durch 3 teilen? Schreibe: 24:3 = 8
24 12 25 9 18 14 27 5 16 12 29 21

12. Welche Zahlen aus Aufgabe 11 lassen sich ohne Rest durch 4 (durch 6) teilen?
13. Bei welchen Zahlen kannst du sofort sagen, daB sie beim Teilen durch 4 (durch 6, durch 8)
einen Rest lassen. Bei welchen Zahlen muBt du erst nachrechnen?
45 62 19 70 56 88 90 91 87 35 100 89
14. Gibt es auch einen Kreisel fiir die 3er-Reihe? Fiir die 7 er-Reihe? Was fallt auf?

15. Die Kreisel fiir die 5er-Reihe und fiir die 10er-Reihe sind besonders einfach. Warum?

16. Welche Zahlen sind durch 10 teilbar? WelE:he durch 57
18 25 61 70 105 200 201 205 250 502 520

Zahlen, die mit 0 oder mit 5 enden, sind durch 5 teilbar.
Zahlen, die mit 0, 2, 4, 6 oder 8 enden, sind durch 2 teilbar.

Beispiel 7

13. Rechne, was féllt auf? Kannst du selber noch ein Pckchen schreiben?
506 3:70 90-4 3-20 50-8 4-30 40-2
60-5 7:30 40-9 230 805 3-40 20-4




Beispiel 8

7a.25'25 b:32-32 €. 13-13 d. 29-29 €. 23+23 f. 47-47
24-26 31-33 12-14 28-30 22-24 4648

Beispiel 9
a) Denke dir eine Zahl zwischen 100 und 200.
Multipliziere die Zahl mit 75, anschlie8end das
Lass dich Ergebnis mit 64. Dividiere dann erst durch 80 und
_ Uberraschen! dann noch durch 60.

n\\ / (In diesem Beispiel wurde aus Platzgriinden gegeniiber dem

Original nur die Positionierung zwischen Bild und Text

( .

gedndert).

Beispiel 10

Die iibliche Hundertertafel ist bekannt. Die unten abgebildete Hundertertafel ist eine Variante
der tiblichen Hundertertafel (zur Variation von Aufgaben vgl. 6.3) Die Zahlen 0, 1, 2, ..., 100
sind nach einer bestimmten Regel in einer Zahlentafel aufgeschrieben.

Erginze in den abgebildeten Ausschnitten aus der Zahlentafel die fehlenden Zahlen.

0[21]4]6]8 p ”
13579 =

10| 12| 14 | 16 | 18

1|13 15|17 | 19

20 | 22| 24 | 26 | 28 23 o1




Fortsetzung

Dies ist ein quadratischer Ausschnitt aus der Zahlentafel (oben)

12 | 14 Vergleiche die Summen der Zahlen die direkt untereinander
(nebeneinander) stehen:
13 | 15 12+13=25,14+15=29

Vergleiche die Summen der Zahlen die quer gegeniiber stehen:
12+15 27,14+ 13 =27.

Vergleiche die Produkte der Zahlen die direkt untereinander (nebeneinander) stehen:
12 * 13 =156, 14 * 15 =210.

Vergleiche die Produkte der Zahlen die quer gegeniiber stehen:
12 *15=180, 14 * 13 = 182.

Stelle diese Vergleiche fiir einen anderen quadratischen Ausschnitt der Zahlentafel an.

Die Summe aller Zahlen in dem oben gezeigten quadratischen Ausschnitt ist
12+14+13+15=54

Vergleiche mit der Summe eines anderen quadratischen Ausschnitts.

2 Die Summe der Zahle in dieser Dreierstange ist
2+3+12=17

3 Vergleiche mit den Summen von anderen
Dreierstangen.

12

Dies sind L-formige Ausschnitte aus dem
12 14 Zahlenfeld. Sie liegen im Zahlenfeld
nebeneinander.
13 | 15 15 | 17 Die Summe der Zahlen im linken L ist

12+ 13+15=40
Die Summe der Zahlen im L daneben ist
14+ 15+ 17 =46

Diese L-formigen Ausschnitte aus dem

13 15 Zahlenfeld liegen unmittelbar unter den beiden
Ls (oben).
22 | 24 24 | 26 Die Summe der Zahlen im linken L ist

13+22+24=59
Die Summe der Zahlen im L daneben ist
15+24+26=65

Wie héngen die errechneten Summen zusammen?



Beispiel 12

Rechendreieck
Auf den drei Feldern des ersten Dreiecks stehen die Zahlen 3, 4, 9.

Die Zahlen des zweiten Dreiecks
werden so gebildet:
Jeweils zwei Zahlen im vorherigen

Dreieck werden addiert und die
Summe in das gegeniiber liegende

Feld des zweiten Dreiecks
geschrieben.

Trage die fehlenden Zahlen in die nidchsten Dreiecke ein.

Beispiel 13

In dem Quadrat mit Seitenldnge 7 sind die kleinen Quadrate auf den beiden Diagonalen grau
gefarbt. Wie viele kleine weille Quadrate enthélt das Siebenerquadrat?




Beispiel 14
Vergilbte Zeichnungen

Links in Bild 1 ist die Originalfigur zu sehen. In den Bildern 2, 3, 4 ist jeweils ein Teil der
gedrehten Originalfigur gezeichnet. Erginze die fehlenden Linien oder begriinde, wenn es

nicht geht.

/

Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 4

Analoge Aufgabe fiir die Originalfigur in Bild 5

SN

Bild 5 Bild 6 Bild 7 Bild 8

Beispiel 15

Jana baut aus schwarzen und weillen Wiirfeln folgende Figuren

g A Ve,
(a) B P o (L1 £F ©] B N

[
1|

o)Ll ] | (E)




Anschliefend hat Jana von einer der Figuren gezeichnet, was man sieht, wenn man von

oben links rechts vorm

darauf guckt. Welche Figur ist es?

Beispiel 16

Dies ist ein Wegegitter (Bild 1), auf dem sich Karl, der Roboter auf den gezeichneten Linien
von einem schwarzen Feld zum andern bewegen kann.

Karl startet z.B. auf dem Feld S, muss dann auf seinem Weg alle schwarzen Felder besuchen
und auf das Feld S zuriickkehren. Dabei darf er, mit Ausnahme von S jedes Feld nur einmal
besuchen. Nur auf S kommt Karl zweimal: beim Start und bei der Riickkehr.

Wie ein solcher Rundweg aussehen kann zeigt Bild 2 (dick gezeichnet).

s s
o0 0 0o o0 0 0
O O 0 ©° o0 0 ¢
o0 0 0 o0 0 ©
o0 0 0 o0 0 ©

Bild 1 Bild 2 Bild 3

Es fillt in Bild 2 auf, dass Karl nicht alle zur Verfiigung stehenden Wege benutzt (diinne
Linien). Wie viele Wege benutzt Karl auf seinem Rundweg nicht?

Bearbeite die gleiche Frage fiir das Wegegitter mit 20 schwarzen Feldern (Bild 3).
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